U R E L WINTNER 



KTRALTHEORIE 



DER UNENDLICHEN M.ATRIZ! 




A Prefatory Note to this Electronic Republication of 
Spektraltheorie der Unendlichen Matrizen 

Aurel Wintner 

S. Hirzel Verlag, Leipzig 1929 



Düring the period of World War II the above monograph 
went out of print and was not republished thereafter. 
As Aurel Wintner's only child and heir, I am the 
Copyright holder. In addition, S. Hirzel Verlag 
graciously has returned to me all publication rights. I 
am not able for myself to judge properly the material 
here presented by my father, but several 
mathematicians recently have encouraged me to 
republish the work, on the grounds that it contains 
some noteworthy results that at times in the past may 
have been attributed to other workers in the field. In 
sum, Aurel Wintner's contributions may not always 
have been acknowledged to the extent they might have 
been. Thus, given the opportunity offered by our 
electronic age, it has seemed to me that I simply 
should allow my father's results to speak for 
themselves, from the year 1929, to those who can read 
and understand them. 

Claude Wintner 
cwintner@haverford.edu 
April, 2015 



SPEKTRALTHEORIE 



DER UNENDLICHEN MATRIZEN 

Einführung in den analytischen Apparat der Quantenmechanik 

Von 

AUREL WINTNER 

Mit einer Einleitung 
Von 

LEON LICHTENSTEIN 

o.ö. Professor der Mathematik 
an der Universität Leipzig 




VERLAG VON S. HIRZEL IN LEIPZIG • 1929 



COPYRIGHT BY S. HIRZEL AT LEIPZIG 1929 
ALLE RECHTE, INSBESONDERE DAS DER 
ÜBERSETZUNG IN FREMDE SPRACHEN, 
VORBEHALTEN / PRINTED IN GERMANY 



DRUCK VON OSCAR BRANDSTETTER IN LEIPZIG 



Vorwort. 



Diese Schrift soll eine Einführung in die allgemeine Theorie der 
linearen Analysis von unendlich vielen Variablen geben. Als ich auf 
Anregung und Veranlassung von Herrn Professor Lichtenstein die Ab- 
fassung des Buches übernommen habe, hoffte ich zwar, bei dieser Ge- 
legenheit auch die nichtlinearen Methoden meines näheren Arbeits- 
gebietes im Zusammenhang darstellen zu können; leider ließ sich dies 
nicht durchführen, die Schrift ist ohnehin noch einmal so lang geworden, 
als es von dem Verlage ursprünglich geplant war. So mußte ich u. a. 
auch darauf verzichten, auf die Beziehungen zu der Darstellungstheorie, 
insbesondere zu den neueren Untersuchungen von Weyl über kontinuier- 
liche Gruppen, näher einzugehen, obwohl sich dazu reichliche Gelegen- 
heit geboten hätte. 

Die Lehre von den unendlich vielen Veränderlichen ist ein weites, 
noch nicht lange erschlossenes Gebiet, das in der Analysis und ihren An- 
wendungen schon heute eine zentrale Stellung einnimmt, in steter 
Entwicklung begriffen ist und mit seinem kräftigen Apparate überall, 
sogar in der Zahlentheorie, zu weitgehenden Hoffnungen berechtigt. 
Die Hilfsmittel, die man dabei benötigt, sind freilich ziemlich hetero- 
gener Natur und z. Z. nicht einem jeden geläufig. Da diese Schrift 
sich dem Wunsche des Verlages entsprechend vor allem an Anfänger 
wenden sollte, so waren daher manche Kompromisse unumgänglich. 
So sind z. B. die Kapitel I, II und V absichtlich etwas breit gehalten, 
während an anderen Stellen, etwa in dem Kapitel IV, an den Leser 
größere Anforderungen gestellt werden; manchmal war für mich das 
wesentliche, ihn zum Studium der Originalarbeiten anzuregen. 

Da ich kein Handbuch, sondern eine Einführung zu schreiben 
hatte, glaubte ich meinem Ziele auf diesem Wege am besten nahe- 
kommen zu können. Was nicht behandelt wurde, blieb jedenfalls nicht 
deshalb unbeachtet, weil ich es nicht für wichtig oder interessant hielt. — 
Was in dem Buch sachlich oder methodisch neu ist, wird der kundige 
Leser leicht bemerken können. 
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Vorwort. 



Als eine wesentliche Erleichterung meiner Aufgabe empfand ich 
es, daß ich mich von Anfang an der ins Einzelne gehenden Ratschläge 
von Herrn Professor Lichtenstein erfreuen durfte, der sogar die Korrek- 
turen mitgelesen hat, und daß mir mein lieber Freund, Herr Privat- 
dozent Dr. E. Holder, bei der Abfassung des Manuskriptes in aufopfern- 
der Weise unterstützend zur Seite stand. Herrn Professor F. Levi ver- 
danke ich manche wertvolle Bemerkungen und freundliche Hilfe beim 
Lesen der Korrekturfahnen. Einige Bogen hat während seines Leipziger 
Aufenthaltes auch Herr Dr. W. Nikliborc gelesen. Allen diesen Herren 
gilt mein bester Dank, vor allem aber dem Verlagshause S. Hirzel, das 
mich mit der Abfassung dieser Schrift betraut hat und meinen ver- 
schiedensten Wünschen vor und während der Drucklegung stets in der 
liebenswürdigsten Weise entgegengekommen ist. 

Ein Sachregister erübrigt sich mit Rücksicht auf die ständigen 
Rückverweisungen im Texte, sowie auf S. IX — XII. 

Leipzig, den 15. Juni 1929. 

A. Wintner. 



Einleitung. 



Durch die neueste an Werner Heisenberg anknüpfende Entwicklung 
der Quantentheorie hat die von Hilbert begründete, von Hellinger und 
Toeplitz erfolgreich fortgeführte Theorie der unendlichen Matrizen eine 
erneute Aktualität gewonnen. Während für die Anwendungen bis dahin 
in erster Linie die Theorie vollstetiger Formen von Bedeutung war, tritt 
jetzt gerade die tiefliegende Hilbert-Hellingersche Spektraltheorie be- 
schränkter Formen in den Vordergrund. Die Hermiteschen Formen der 
Matrizen mechanik sind übrigens nicht einmal beschränkt. Eine lücken- 
lose, mathematisch befriedigende Theorie der quantentheoretischen 
Matrizen ist zurzeit noch ein Desideratum. An der Weiterentwicklung 
der Theorie sind, wie wir sehen, Analysis und theoretische Physik in 
gleichem Maße interessiert. 

Dieses Buch ist aus den Vorträgen hervorgegangen, die der Ver- 
fasser vor einem kleinen Kreise von Mitgliedern des hiesigen Mathe- 
matischen Seminars im Wintersemester 1927/28 gehalten hatte, und 
versucht, den berechtigten Wünschen der Physiker und Mathematiker 
gerecht zu werden. Die Aufgabe ist nicht ganz leicht und kaum ohne 
Zugeständnisse und Opfer zu lösen. So bringt das erste, den algebrai- 
schen Grundlagen gewidmete Kapitel dem Mathematiker nur metho- 
disch etwas Neues; der Verfasser behandelt hier endliche Matrizen, — 
die Beweise sind meist so angelegt, daß sie sich zum Teil unmittel- 
bar auf die unendlichen Matrizen übertragen lassen. Das zweite Ka- 
pitel beschäftigt sich mit einigen den Physikern weniger geläufigen 
fundamentalen Begriffen der reellen Analysis, Funktionen beschränkter 
Schwankung, Stieltjesschen Integralen, konvergenten Folgen von Funk- 
tionen u. dgl. Auch hier wird der Mathematiker noch nicht auf seine 
Kosten kommen, auch weil mit Rücksicht auf den verfügbaren Raum 
mancher Beweis nur angedeutet werden konnte. Der Lebesguesche 
Integralbegriff wird in dem Werk nicht gebraucht, was einen Verzicht 
auf eine lückenlose Darstellung einiger grundlegenden Ergebnisse der 
bedauerlicherweise immer noch nicht bequem zugänglichen Hellinger- 
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sehen Dissertation zur Folge hatte. — Trotz aller dieser Zugeständ- 
nisse wird der mathematisch weniger gewandte Physiker gelegentlich 
finden, die Spektraltheorie der unendlichen Matrizen lese sich nicht 
immer ganz leicht. Dem mag entgegengehalten werden, daß das Buch 
der Natur nun einmal in mathematischer Sprache geschrieben sei. Seitens 
des Verfassers ist alles getan, um diese Sprache verständlich zu ge- 
stalten, — getan mit viel Geschick, Sachkenntnis und Eleganz. 

Die Entwicklungen des dritten und der folgenden Kapitel führen 
über die eigenartig gefaßte Theorie beschränkter Formen zu gewissen 
nichtbeschränkten und nicht Hermiteschen Matrizen hinüber. In einigen 
sehr bemerkenswerten, in der letzten Zeit erschienenen Publikationen 
ist es dem Verfasser gelungen, für die von ihm so genannten halb- 
beschränkten und fastperiodischen Matrizen zu überraschend eleganten, 
abschließenden Ergebnissen zu kommen. Mit den halbbeschränkten 
Matrizen ist eine mathematisch befriedigende Theorie der quanten- 
mechanischen Matrizen von wasserstoffähnlichem Spektrum gewonnen, 
während die fastperiodischen Matrizen die klassische Mechanik in die 
Sprache der unendlichen Matrizen übersetzen. An die fastperiodischen 
Matrizen schließen sich Betrachtungen an, die an gewisse störungs- 
theoretische Problemstellungen und Ergebnisse von Lagrange und Levi- 
Civita anknüpfen. An diesen Dingen und manchem anderen in dem 
Buch, so an der Spektraltheorie der unitären und allgemeiner der nor- 
malen beschränkten Matrizen wird der Mathematiker seine helle Freude 
haben, die gleiche Freude, die ich empfand, als ich dieses Erstlings- 
werk des jungen, hochbegabten Verfassers las. 



Leon Lichtenstein. 
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Erstes Kapitel. 



Algebraische und formale Grundlagen. 

§ 1. Methodische Vorbemerkung. 

Es sei zu jedem der w 2 (^>l) Paare (i, k) von ganzen, der Be- 
dingung 1 <1 1 <[ k genügenden Zahlen i, k eine reelle 
oder komplexe Größe a ik zugeordnet. Es handelt sich also um ein 
geordnetes System 

«n «12 • • • «m I 

«21 «22 ' ' * «2 n 
«nl «n2 ' ' ' «nn 

von Elementen, das eine Matrix genannt wird und kurz mit II II 
oder, wenn kein Mißverständnis zu befürchten ist, mit a <Ä bezeichnet 
werden möge. Die Zahlen a n , a i2 ,..., a in ; a lk , a 21c , . . . , a n1c ; 
a u> «22' «nn b^den Dzw - »die z-te Zeile", „die ß-te Spalte (Kolonne)" 
und „die Diagonale" von Man spricht von Matrizen gelegent- 

lich auch dann, wenn die Anzahl der Zeilen mit derjenigen der Spalten 
nicht übereinstimmt. Doch werden wir es mit diesen nur rechteckigen 
und nicht zugleich quadratischen Schemata nicht zu tun haben. — Die 
Zahl n heißt der Grad von ||« t - fc ||. Man sagt auch, \\cL ilc \\ sei eine 
w-äre (binäre, ternäre usf.) Matrix; die 1-ären Matrizen sind die gewöhn- 
lichen, reellen oder komplexen Zahlen. 

Unser eigentliches Ziel ist die Behandlung von unendlichen Matrizen 
(n = -f- oo). Doch müssen wir uns vorher mit den endlichen Matrizen aus- 
führlich beschäftigen, zum Teil zwecks Orientierung in den algebraisch- 
formalen Grundlagen der transzendenten Probleme, zum Teil aber zur Er- 
leichterung des Grenzüberganges n — *■ + oo, der unter Zugrundelegung 
der im Kap. II zu entwickelnden funktionentheoretischen Hilfsmittel er- 
folgen wird. Bei den unendlichen Matrizen wird es sich vor allem um 
Hermitesche und unitäre Matrizen handeln. Beliebige Matrizen werde ich 
des näheren nur im Falle n < + 00 behandeln. Doch sind die dabei ver- 
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wandten Methoden zum Teil auch bei unendlichen Matrizen valent. — 
Alle unsere Betrachtungen über endliche Matrizen sind in diesem Sinne 
präpariert, also sogleich dem Falle n = + oo angepaßt. So werden 
wir Terminologie und Beweisführung nicht immer auf die scheinbar 
am nächsten liegende Art und Weise, sondern derart zu führen haben, 
daß sie mutatis mutandis (oder sogar ohne weiteres) auch im Falle 
unendlicher Matrizen in Kraft bleiben. — Die scheinbaren Umwege 
erweisen sich also als methodische Notwendigkeiten: auf unendliche 
Matrizen können nur „primitive" Schlußweisen übertragen werden, und 
Sätze, die solchen Schlußweisen nicht zugänglich sind, pflegen im Falle 
n = + oo geradezu falsch zu sein. Unsere „Umwege" werden sogar die 
Vermeidung mancher Wiederholungen erlauben. Man gewinnt nur auf 
diese Weise einen näheren Einblick in die wahre Natur der Probleme. 

Der Grad soll in diesem Kapitel beliebig, jedoch immer derselbe 
sein, sofern nichts anderes vermerkt wird. 

§ 2. Matrizenpolynome. 

Die Matrix ist durch die Vorgabe von n 2 Zahlen cc ± , cc 2 , . . , , cCj , . . . , 
noch nicht festgelegt. Man muß vielmehr auch den Ort von a, in 
der Tabelle angeben, d. h. man muß wissen, welchem Wertepaare (i, k) 
der Zeiger j entspricht. Dementsprechend heißen die beiden Matrizen 
|| a ih |! , || b i1{ || dann und nur dann gleich, \ \ a i1c || = || b ih \ \ , wenn die ent- 
sprechenden Elemente identisch sind, so daß also eine Matrizen- 
gleichung nur eine Abkürzung für ein System von n 2 gewöhnlichen 
Gleichungen a ik = b i1( darstellt. Die Matrix ||ß ifc || kann dabei als eine 
hyperkomplexe Zahl mit n 2 Einheiten aufgefaßt werden, so daß wir 
sie mit einem einzigen Buchstaben bezeichnen können. Zu diesem 
Zwecke soll der entsprechende große deutsche Buchstabe verwendet 
werden, so daß wir z. B. ||ß ifc || = 51 setzen. 

Sind A und B gewöhnliche Zahlen, so verstehen wir unter A 51 + ^33 
die Matrix \\Aa i1c + Bb il{ ||. Wir setzen also \\a i1c \\ ± || b ik || = || a ils ±b ih \\. 
Es sei A || a ile \\ = || Aa ik || . Da die gewöhnlichen Zahlen sich der Ad- 
dition gegenüber kommutativ und assoziativ verhalten, so gilt dies 
auch von den Matrizen, so daß also 51 + 33 = 33 + 51, (21 + £) + (£ 
= $ _^ (23 _^ ist. Es kann daher dem Symbol 51 + 33 + © ein 
von der Reihenfolge und von der Gruppierung der Summanden un- 
abhängiger Sinn erteilt werden, etwa (51 + 33) + & . Sind (l) 5t, (2) 5I, . . . 
beliebige Matrizen (alle vom selben Grade n) , so setzen wir 

(2) i Ii w« 4 j = Ii 
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und zwar auch im Falle N = + 00 > sofern alle ?r Reihen rechterhand 
konvergent sind. Wir werden es nur mit Fällen zu tun haben, wo 
jede dieser Reihen absolut konvergiert. 

Das Produkt 5133 zweier Matrizen vom selben Grad wird zu 

n 

i| 2i a i ' b k I! festgelegt, es ist wieder eine Matrix vom Grade n. Nach 

j=i 

Definition ist also 

C ik = a il b llc + a i2 h h H 1- a in K fe ' 

^i7c = & il Ä l 7< + b i2 a 2 fe H h & in «nk' 

Da die n 2 Gleichungen c ih = bei beliebigen Matrizenpaaren 51, 33 
nicht erfüllt sind, so ist die Richtigkeit der Beziehung 51 33 = 33 51 eine 
besondere Eigenschaft des Matrizenpaares, die ihm zukommt oder 
nicht zukommt. Zwei Matrizen sind also im allgemeinen nicht ver- 
tauschbar, die Matrizenmultiplikation ist keine kommutative Operation. 
Hingegen ist sie, wie man leicht nachrechnet, gewiß distributiv in 
bezug auf Matrizenaddition, d. h. es gilt bei drei beliebigen Matrizen 
die Beziehung (5t + 33)£ = 5I£ + 33(£. Endlich ist die Matrizen- 
multiplikation assoziativ : man hat (5t 33) (£ = 51 (SB£), Man bilde näm- 
lich zunächst die Matrix 5133 und multipliziere sie von hinten mit (£. 
Man bilde sodann die Matrix 33 (£ und multipliziere sie von vorn mit 51. 
Beidemal ergibt sich dieselbe Matrix, nämlich 

n n 

II ft» 11 = II 2 2 

j—1 1=1 

die also — ohne Klammern — einfach mit 5I33(£ bezeichnet werden 
kann. — Sind die m Matrizen < v) 5t paarweise vertauschbar und be- 
deutet (p 1 , p^, . . . , pj) eine beliebige Permutation von (1, 2 , . . . , m) , 
so ist 5^ 5I 2 . . . 5I m = 51^ 5Ip 2 . . . %p m , da bekanntlich jede Permutation von 
m Elementen durch endlich häufige Wiederholung von Vertauschungen 
je zweier benachbarten Elemente gewonnen werden kann. Da mit sich 
selbst jede Matrix 51 vertauschbar ist, können daher die Potenzen 5I m ; 
m = 2 , 3 , . . . , eindeutig erklärt werden. Wir setzen 51 1 = 51 und 51° = (S , 
unter (g die „Einheitsmatrix" 

® = PiA> ö u =1 > d iu = ° für { + k 
verstanden. Für jede Matrix 51 gilt, wie man leicht ausrechnet, 

5I(g = (£5r= 51, ferner 5ID = D5I = D, 51 ± O = 51, 

1* 



b iK\\ = \\ C ilc\ 



Hingegen ist 



IMK* 11 = Ii 
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wenn £) die „Nullmatrix" || 0 1| bezeichnet, deren alle Elemente ver- 
schwinden. Hierbei ist zu beachten, daß, wie das Beispiel des binären 
Matrizenpaares 



1 


0 


0 


0 


0 


o||' » = 


0 


1 



zeigt, 5t 33 = D auch dann möglich ist, wenn sowohl 91 als auch 33 + 0 
ausfällt (ebenso wie das Produkt zweier Vektoren von positivem Betrag 
verschwinden kann). 

q 

Ist F(z) = ^JA z v eine ganze rationale Funktion, so verstehen wir 
v=o v 
unter F(9I) die Matrix 

F(K) = j]A v K v = A 0 ® + A 1 %+A,r* + --- + A Q W. 

v=0 

— Ist G(z,w)— 2t 2i A v ^z v w^ 1 eine ganze rationale Funktion zweier 
Veränderlichen, so gehört ebenso zu dem Symbol G(9(, 33) eine und 
nur eine Matrix, wenn % und 33 vertauschbar sind. Sind sie aber 
nicht vertauschbar, so ist G (91, 33) im allgemeinen mehrdeutig: es ge- 
nügt nicht, die Funktion G(z, w) anzugeben. Ist z. B. A, 22 = 1 und 
sonst A v(x = 0, so ist G (z, w) = z 2 w 2 = zw zw = wzzw usf., während 
im allgemeinen 9i 2 33 2 + 9r339I33 + 339r9r33 + ... ausfällt. Da hierbei 
an und für sich alle Permutationen gleichberechtigt sind, so muß man, 
um G (91, 33) für alle Fälle eindeutig festzulegen, außer der Funktion 
G (z, w) die Gruppierung der Faktoren in jedem Glied des näheren 
angeben, sofern G (z, w) Glieder enthält, in denen beide Veränderlichen 
eintreten. 



§ 3. Diagonalmatrix. Begleitende Matrix. 
Unitäre Matrix. 

Eine Matrix §==||A f J|, in der h il{ = h ih d ih ausfällt, so daß die 
außerhalb der Diagonale stehenden Elemente verschwinden, nennt man 
eine Diagonalmatrix. Setzt man h ii = h i , so ist h i1s = h ik d ilt = h u d i1c , 
also § = || h.d iJc ||. Man überzeugt sich leicht, daß || h { d ilc \\ \\ g. d ih \\ 
= ll&Mifc II g nt > woraus wegen h i g i = g i h i folgt, daß zwei Diagonal- 
matrizen stets vertauschbar sind. 

Jeder Matrix 9( = ||a ifc || ordnen wir die drei Matrizen 9t=||5 <fc ||, 
2l' = ||0 fc< ||, ^* = H^hII zu - Hierbei ist unter \\a ki \\ die Matrix ver- 
standen, die aus \\a ih \\ durch Ersatz der i-ten Zeile (Spalte) mit der 

i-ten Spalte (Zeile) entsteht, und A bezeichnet die zu A konjugiert 
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komplexe Größe, so daß 

(4) AÄ = \A\\ Ä~±B = Ä±B, AB = ÄB, (j-)=4 

gilt und A = Ä die Realität von A ausspricht. 9t heißt die konjugierte, 
91' die transponierte, 91* die begleitende Matrix von 91. Offenbar ist 
1 = 91, 91" =91, 91** = 91 und 9l* = r = 9t'. Aus \\a ilt \\ ||Ö <4 || 

n 

= a i • b'k || folgt wegen (4) unmittelbar (21 23) = $123. Hingegen 

7=1 

ist (21 33)' = 23'$l' und daher (5133)* = 23*21*. Man hat nämlich 

(«8/HliV ^ir = lli«ii^lHII»»illlk<ll =»'*'• 
j=i y=i 

Eine Matrix IX = || u ik \\, bei welcher Uli* = (£ = Einheitsmatrix 
ist, heißt unitär. Die Definitionsgleichung geht in der gewöhnlichen 
n 

Schreibweise in J£ u.jü kj = ö ik über. Ist also IX reell, u kj = u kj , 
j=i 

so haben wir es mit den Matrizen zu tun, welche die Richtungskosinus 
der durch die reellen Drehungen und Spiegelungen im w-dimensionalen 
(reellen) euklidischen Räume transformierten Achsen darstellen. — Wir 
werden auf S. 7 sehen, daß zwei (endliche"! Matrizen (£, %, die mit- 
einander in der Beziehung (£ ® = (£ stehen, gewiß vertauschbar sind. 
Aus UU* = @ folgt daher U*U = ® oder U*U** = @, so daß also 
auch U* unitär ist. Man hat (£ = (S = (£* = (£', aus UU* = ® folgt 
daher einerseits llll* = UU* = (S, andererseits II*' Ii' = (£, also 
U'U*' = @, d.h. U'u'* = ©, so daß auch Ü und U' unitär sind. 

§ 4. Die Reziproke. 

Die Matrix 2t = ||a <fc || möge nicht entartet genannt werden, wenn 
das Gleichungssystem 
w 

(5) Ua ij x j =c i ; i = l,2,...,n 
;=i 

bei allen Wertsystemen {c.} mindestens eine Lösung zuläßt. Ist dies der 
Fall, so ersieht man leicht (indem man zunächst c t = 1 setzt und die 
übrigen c { = 0, usf.; vgl. übrigens weiter unten), daß es eine Lösung 
gibt, die sich aus den c { homogen und linear aufbaut, 

(6) »y = J^*c»; 7 = 1,2,...,«, 

J i=l J 
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wobei die Matrix jQ = |j& f || unabhängig von den c { ist. — Durch 
Einsetzen folgt 

n n 
7=1 Jc=l 

setzt man hierin c. = d im , wobei m irgendwie fest gewählt ist, so bleibt 

n 

(8) 2 a ij b jm = d im> m = l,2,...,n, 

7=1 

d. h. 5t58 = (£. Es sei jetzt umgekehrt (8) erfüllt. Multipliziert man 
(8) mit c und summiert man über m, so ergibt sich (7), und wird 
in (7) wieder (6) eingeführt, so erhält man (5). Mithin ist 5t dann 
und nur dann nicht entartet, wenn es mindestens eine Matrix 58 gibt 
derart, daß 5t58 = (£ ausfällt, oder, wie wir sagen wollen, wenn 5t min- 
destens eine hintere Reziproke hat. Entsprechend heißt 58 vordere Rezi- 
proke von 51, wenn 58 51 = (S gilt. Würde 5t zwei verschiedene hintere 
Reziproken (1) 58 1 ^ (2) 58 haben, so würde (5) bei jedem ^.-System So- 
ra n 

wohl durch = ^j^b- k c k als auch durch ^x- = £^b. h c h befriedigt 

3 1=1 3 ^ 3 k=i 3 

sein. Da mindestens ein k 4= (3) &. k sein soll, so gibt es dann ein 
Wertsystem (cj und dazu ein j = j 0 derart, daß ^Xj 0 =j= (2) #y 0 ausfällt. 
Dies ist aber nicht möglich. Es ist nämlich aus den Elementen be- 
kannt, daß, wenn (5) bei jedem {c.}- System lösbar ist [d. h. wenn 
die Determinante von \\a ik \\ nicht verschwindet], die Lösung bei jedem 
[cj- System eindeutig ist (wir werden sehen, daß für unendliche 
Systeme der entsprechende Satz unrichtig ist). Es sind also nur zwei 
Fälle möglich. Entweder ist 5t entartet 1 ) und es gibt dann keine hintere 
Reziproke. Oder 51 ist nicht entartet und es gibt dann eine, aber auch 
nur eine hintere Reziproke. Daraus folgt, daß 51 entweder keine oder 
eine vordere Reziproke hat. Denn ist (1) 58 5I = (S und (2) 58 51 = (£, so 
gilt 5t' (1) 23' = (S und 5t' (2) 58' = E, also, da 5t' nur eine hintere Rezi- 
proke haben kann, = (2) $' und daher auch (1) 58 = (2) 23. — Hat 5t 
eine hintere Reziproke 58, so ist 5t 58 = @, folglich 5t 58 5t = 5t, mit- 
hin 5t (585t— E) = D, also 5t 58 + 5t (58 2t - ©) = @ + D und daher 
5t (58 + 585t — (£) = (£. Da jedoch 5t nur eine hintere Reziproke hat, 
so muß 58 + 235t — @ = 83, also 235t = © sein, so daß 58 auch vordere 
Reziproke von 5t ist. Ebenso zeigt man, daß eine vordere Reziproke 
der Matrix 5t zugleich auch hintere Reziproke von ihr sein muß. — Bei 
den endlichen Matrizen sind also nur zwei Fälle möglich: entweder 
hat 5t überhaupt keine Reziproke, oder es gibt eine und nur eine 

x ) Entartet = nicht nichtentartet; nichtentartet = nicht entartet. 
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Reziproke, die dann hintere und zugleich vordere Reziproke ist. Letzteres 
ist dann und nur dann der Fall, wenn das Gleichungssystem (5) bei 
jedem {c { )- System lösbar ist, d. h. wenn 5t nicht entartet ist oder 
wenn det 5t =J= 0 gilt. 

Die Reziproke von 5t möge, wenn sie existiert, mit 5t _1 bezeichnet 
werden. Bekanntlich ist 

t J J H Ä **H _il - det 51 da tk 



Da 51 1 vordere und hintere Reziproke ist, so ist 51 mit 51 1 ver- 
tauschbar. 

Es ist trivial, daß 5t und 51 nur zugleich entartet sein können: 
man gehe nur in (5) beiderseits zu den konjugierten Größen über. 
Ferner ist 51 auch mit 51* zugleich entartet. Es genügt zu zeigen, daß 
5t und 5t' zugleich entartet sind (der entsprechende Satz ist für un- 
endliche Matrizen, wie wir sehen werden, im allgemeinen unrichtig). 
Hat nämlich 5t eine Reziproke 33, so gilt, wegen 5t 58 = © und da 
(5t 33/= 33' 5t' ist, auch 33'5l' = (£'= (S, d.h. 5t' hat eine Reziproke, 
die übrigens die transponierte Matrix der Reziproke von 5t ist, 
(5I')-i = (5I-i)'. Ebenso folgt (5t*)" 1 = (5t" 1 )* und (5t)- 1 = (ST 1 ). 

Vertauscht man in einer Determinante die Zeilen mit den Spalten, so 
ändert sich der Wert der Determinante nicht. Es ist also det 5t' = det 5t . 
Wegen (4) gilt ferner det 5t = det 5t, also auch det 5t* = det 5t. Der Multi- 
plikationssatz der Determinanten besagt, daß det (5t 33) = (det 5t) (det 33) 
ist. Da die Multiplikation gewöhnlicher Zahlen kommutativ ist, so folgt 
daraus det (5t 33) = det (33 5t) auch für den Fall 5t 33 + 33 5t. Wegen 
5t5t _1 = Ö und det@ = l ist (det 5t) (det 5t ~ x ) = 1 . Es ist also 
det (5f ) = (det 5t) n ; n = 0, 1, 2, . . ., und dies gilt, wenn 5t _1 vorhanden 
ist, auch für n = — 1, — 2, — 3, . . . . Ist 5t" 1 vorhanden, so ist auch 
5t n nicht entartet und (5t w ) _1 = (5t" 1 ) n für n = 1, 2, . . . (für n = 0 
ist dies wegen 33° = © = ® n ; n = 0, ± 1, ± 2, . . . trivial). Sind näm- 
lich zwei Matrizen (£, D nicht entartet, so ist es auch das Produkt (£ D 
nicht, und wegen 

gilt (ES))- 1 = ?D- 1 e- 1 . 

Wir wollen zum Schluß die aus der Determinantentheorie bekannten 
Sätze über Systeme von n linearen Gleichungen mit n Unbekannten 
auf eine determinantenfreie Weise zusammenstellen: 
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Wenn die Gleichungen 
n 

(10) Ua ik % k = c i , * = 1, 2,...,n 

k=l 

bei jedem c { - System mindestens eine Lösung haben, oder wenn sie 
bei mindestens einem c { - System eine und nur eine Lösung zulassen, 
so haben sowohl sie als auch die transponierten Gleichungen 

n 

(11) 2/ a hi x k = c i> i = 1, 2, . . « 

bei jedem c^- System eine und nur eine Lösung. Sonst haben die zu 
c ± = c 2 = • • • = c n = 0 gehörigen, homogenen Gleichungen (10) außer 
der trivialen Lösung x 1 = x 2 = • • • = x n = 0 noch weitere Lösungen 
(Alternativsatz). Letzteres ist dann und nur dann der Fall, wenn die 
Matrix ||a ifc || die folgende Eigenschaft hat: es gibt Multiplikatoren 
ju 1} jUq, . . ., ju n , die nicht alle verschwinden und trotzdem derart sind, daß 

(12) J><iU*** = o 

ausfällt. Die inhomogenen Gleichungen sind dabei dann und nur dann 
lösbar (freilich nicht eindeutig lösbar), wenn die c { derart sind, daß 

(13) J>;C;=0 

gilt, wobei die u. irgendwelche, der Bedingung (12) genügende Multi- 
plikatoren bezeichnen. Die zu 51 gehörigen homogenen Gleichungen 
haben dabei nur eine endliche Anzahl 0) linear unabhängiger Lö- 
sungen (vgl. § 5). Diese Anzahl ist (wenn sie möglichst groß gewählt 
wird) unabhängig von der Wahl der zugrunde gelegten linear un- 
abhängigen Lösungen. Und zwar ist diese Anzahl dieselbe für 51 und 51'. 

§ 5. Vektoren. 

Ein in einer bestimmten Reihenfolge gegebenes System 
a = (a v a 2 , a n ) von n reellen oder komplexen Zahlen a. heißt ein 
(w-dimensionaler *■)) Vektor und a. die i-te Komponente von a. Ein anderer 
Vektor, & = (ß ± , /J 9 , . . ., ß n ), ist gleich a, wenn a. = ß.; i = 1, 2, . . ., n 
gilt. Der Vektor o = (0, 0, . . 0) heißt Nullvektor und der Vektor 
= (ö lV ö^ v . . ., (5 wi ), dessen i-te Komponente =1 ist, während die 



J ) Der w-dimensionale Vektor hängt von den 2n reellen Parametern ab. 
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übrigen n — 1 Komponenten verschwinden, der i-te Einzelvektor. Die 
Addition von Vektoren, sowie die Multiplikation eines Vektors mit 
gewöhnlichen Zahlen, endlich der konjugierte Vektor eines Vektors 
werden durch die Definitionen 

a±b = (ß 1 + ft,ß 2 +^,...,ß n + ß n ); ca = ac = (ca 1 , ca 2 , c a n ); 

ä= (a lf ä 2 , äj 

eindeutig festgelegt. Als das Produkt zweier Vektoren wird die ge- 
wöhnliche Zahl 

ah = ha = cc 1 ß 1 + cc 2 ß 2 -\ \-cc n ß n 

bezeichnet. Ist etb = 0, oder, was offenbar dasselbe ist, äb = 0, so 
sagt man, daß die beiden Vektoren a, h zueinander orthogonal sind. 
Das Produkt et ä = cc ± ä 1 + • • • + a n ä n = £\ a. | 2 heißt Norm von et . 
Die Norm des Nullvektors ist =0, diejenige jedes anderen Vektors 

aber > 0. Die nichtnegative Quadratwurzel V^l^. | 2 nennt man den 
Betrag |d| von et. Der Vektor heißt normiert, wenn die Norm =1 

ist. Ist et 4= o, d. h. I et) > 0, so ist der Vektor -r^-r wegen y^^- = 1 
1 |a| \a\ | et | 

ein normierter Vektor. Den Übergang von et zu 1 -^- r werden wir als 

i a l 

Normieren von et bezeichnen. 

Der Betrag des Produktes zweier Vektoren wird durch die Be- 
träge der Faktoren gemäß der sogenannten Schwarzsehen Ungleichung 
| et h | <I | et | | h | eingeschränkt. In der gewöhnlichen Schreibweise be- 
sagt sie, daß für alle Systeme von n + n Zahlen die Ungleichheit 

\2«ißif ^{H^^ßif) gilt, die wegen \2* t ßi\&2\« t ßi\ 
mit Ü/MiD^LSkHU/lÄl 3 ) ersichtlich gleichwertig ist. Um 
letztere Ungleichheit zu beweisen, beachte man nur, daß die quadra- 
tische Funktion 

Q (X) = 2 (I I x + 1 ß. \f = x*2 1 | 2 + 2 x 2\ AI + 271 A I 2 

i i i i 

für reelle X durchweg ^> 0 ist, so daß die Parabel Q = Q (X) die 
X-Achse nicht durchschneiden kann und daher die Gleichung Q{X) = 0 
entweder zwei nichtreelle Wurzeln, oder eine reelle Doppelwurzel hat. 
Die hierzu erforderliche Diskriminantenbedingung ist aber mit der zu 
beweisenden Ungleichheit offenbar identisch. — Die Schwarzsehe Un- 
gleichheit besagt, daß, wenn £ ein normierter Vektor ist, | et y | ^ | et J 
ausfällt. Mehr läßt sich nicht behaupten. Es gibt nämlich zu jedem et 
einen normierten Vektor £ derart, daß | et £ | = | et | wird. Ist et = o , 
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so ist diese Behauptung trivial, weil dann jedes normierte £ von der 
gewünschten Beschaffenheit ist. Ist aber et =)= so kann man z. B. 

£ = — ^— setzen, um | o £ | = | a | zu erhalten (da ja | et ä | = ] a | 2 ist). — 
I ^ I 

Wir werden diese Bemerkung als die Umkehrung der Schwarzsehen 
Ungleichung bezeichnen. 

Ist {ct.} = (o A , o 2 , . . o n ) ein geordnetes System von n Vektoren 
a i = ( a n> a iz> — -> a in)> so kann man {ctj anstatt der Matrix ||a i7c |j be- 
trachten und umgekehrt. So ist z.B. {e^} = || d ilc || = 6. Ferner ist 
die Matrix dann und nur dann unitär, wenn u i \l k = d ik gilt, so 

daß der Vektor it t - = (u ilf u i2 , . . u { ) normiert und auf den übrigen 
« — 1 Vektoren it fc orthogonal ist; & = 1, 2, . . ., n. — Die m Vektoren 

&i> •••>&™> wobei 6< = ß i2 > • > ßin) und zunächst m^n ist, 
heißen linear unabhängig, wenn eine homogen -lineare Relation 
o x -| + c m h m = o (= Nullvektor) nur mit dem trivialen Multi- 
plikatorensystem c x = " - = c m = 0 möglich ist. Im Falle m = n ist 
für die lineare Abhängigkeit notwendig und hinreichend die Existenz 
von n nicht durchweg verschwindenden Zahlen c { mit 

Ci ßu + c *ß*i + + = 0 5 < = 1, 2, . . ., n, 

d.h. das Verschwinden von det || ß ik || . Daraus folgt, daß n normierte und 
paarweise orthogonale Vektoren it t - gewiß linear unabhängig sind. Denn die 
Matrix 1 1 u ik ]| hatals unitär eMatrix gewiß eineReziproke, so daß det 1 1 u. k | | =\=0 
wird. [Ohne die dabei benutzten besonderen Eigenschaften der endlichen 
Gleichungssysteme heranzuziehen, kann man dies nach einer klassischen 
Schlußweise auch wie folgt einsehen: Aus c 1 u 1 -\-c 2 u 2 -\ — '~\~ c n u n = 0 
folgt nach Multiplikation mit n. wegen ü t . u k = d ik offenbar c i u i ^= 0, 
also wegen it^ü; = 1 auch c { = 0; i = 1, 2, . . n.] — Ein System 
ct 15 ct 2 ,... von linear unabhängigen Vektoren kann nicht den Null- 
vektor enthalten. Denn wäre etwa a x = o, so wäre 1. a A + 0. ct 2 H = o, 

was eine lineare Abhängigkeit ausdrückt, weil c 1 4= 0 ist. — Ist a ± =f= o 
und von der Dimension n, so gibt es w — 1 Vektoren ct 2 ,a 3 ,..., ct n 
derart, daß die n Vektoren linear unabhängig sind. Denn zunächst 
ist cti =(= °> a ^ so nat a i = ( w n? w i2» ■ ■ •> a ln ) mindestens eine von Null 
verschiedene Komponente. Es sei etwa a ±1 =j= 0. Wir können dann 
z. B. a- = e t -; i = 2, 3, . . n setzen, um ein System von n linear un- 
abhängigen Vektoren zu erhalten. Für i > 1 ist dann nämlich a ilc = d ik , 
so daß det||a ife ||, wie man sich bei Entwicklung nach der letzten 
Zeile durch vollständige Induktion leicht überzeugt, = a ±1 , also =|= 0 
sein wird. — Hingegen sind n + 1 Vektoren a 1? ct 2 , ct n , a n + 1 der 
Dimension n immer linear abhängig. Bezeichnet nämlich c. den 
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(n + 1) - dimensionalen Vektor, dessen n ersten Komponenten mit den- 
jenigen von a. identisch sind, während c in + 1 = 0 ist, so gilt det \\c ik \\ =0, 
da alle Elemente der letzten Kolonne verschwinden. Mithin sind die 
n + 1 Vektoren t. der Dimension n + 1 linear abhängig Erst recht 
besteht also eine homogen-lineare Beziehung zwischen den n -f- 1 Vek- 
toren a { der Dimension w. z. b. w. 

§ 6. Der Schmidtsche Orthogonalisierungsprozeß. 

Wir haben vorhin gesehen, daß n paarweise orthogonale Vektoren, 
sobald sie normiert sind oder wenigstens normiert werden können 
(d. h. wenn keiner dieser Vektoren der Nullvektor ist), gewiß linear 
unabhängig sind. Nach E. Schmidt kann man diesen Satz gewisser- 
maßen umkehren; dazu wollen wir nun übergehen. Eine Matrix 
£ = ||^ fc || möge kanonisch genannt werden, wenn darin für i<k 
l ih = 0 gilt, so daß 





0 


0 . 


.. 0 


hl 




0 . 


.. 0 






^33 


.. 0 






L ■ 





ist (wobei auch die in oder unterhalb der Diagonale gelegenen Ele- 
mente verschwinden dürfen)- Z. B. die Diagonalmatrizen sind gewiß 
kanonisch. Man ersieht durch Entwicklung von det||Z ifc || nach der ersten 
Zeile, daß det || l i1c || = l xl l 22 . . , l nn , also insbesondere dann und nur 
dann =)= 0 ist, wenn kein l.. verschwindet. Ist diese Bedingung erfüllt, 
so wollen wir \\l i1c \\ eine rekursive Matrix nennen. Die rekursiven 
Matrizen sind also die nicht entarteten kanonischen Matrizen. Ist \\r ih \\ 
kanonisch und setzt man 

n 

(15) ^ = ^Jr ik a k ; i = l, 2, 

so hängt q. nur von den ; ersten Vektoren a { ab. Ist überdies \\r ik \\ 
rekursiv, so kann man umgekehrt cij durch die / ersten Vektoren 
q p i = 1, 2, . . ., j n) homogen- linear ausdrücken, indem aus dem 
System (15), wegen r ih = 0, i<k und wegen f.. =)= 0, die Vektoren 
a ±} a a , ... rekursiv berechnet werden können. — Der Schmidtsche 
Satz besagt nun, daß zu jedem System a x , ct 2 , . . a n linear-unabhängiger 
Vektoren der Dimension n eine — übrigens nicht nur eine — rekursive 
Matrix \\r ik \\ angegeben werden kann derart, daß das durch (15) er- 
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klärte Vektorensystem normiert und orthogonal ist, q t q h = d ih . Und 
zwar kann dabei q t = a ± angenommen werden, sobald die hierfür not- 
wendige Bedingung 1^1=1 erfüllt ist. 

Zunächst beweisen wir folgenden Hilfssatz: Sind a und h zwei 
linear unabhängige Vektoren, so gibt es eine Zahl y derart, daß die 
beiden Vektoren a, h + y et orthogonal und linear unabhängig sind. 

Und zwar ist y = ^JL zu setzen. Der Nenner ist dabei von Null 

verschieden, da das System et, h von linear unabhängigen Vektoren 
den Nullvektor nicht enthalten kann. — Man hat mit dem obigen 
Wert von y offenbar ä(h + y a) = ö h + y \ a | 2 = 0, so daß a und 
b + y a orthogonal sind. Sie sind ferner linear unabhängig. Aus 
c ± et + c 2 h + c 2 y a = o folgt nämlich in Anbetracht der linearen Un- 
abhängigkeit von et und h zunächst c 1 -f- c 2 y = 0, c 2 = 0 und daraus 
= 0, c 2 = 0. Damit ist der Hilfssatz bewiesen. 
Nehmen wir nun an, daß wir aus den n linear unabhängigen 
Vektoren a { bereits p(<n) Vektoren x 13 r 2 , . . x p den folgenden Be- 
dingungen gemäß abgeleitet haben: l) sie sind orthogonal, ^^ = 0, 
i=%=k; 2) tj ist eine homogene lineare Verbindung der Vektoren 
ct 2 j . . cij, in welcher der Koeffizient von ct^ gleich 1 ist; / = 1, 2, . . ., p. 
Für p = 2 kann dies nach dem Hilfssatz gewiß erreicht werden, und 
wir wollen von p auf p -f- 1 schließen. Zu diesem Ende bemerken wir 
zunächst, daß a p + 1 von x { gewiß linear unabhängig ist; i = l, 2, 
Aus c x a p + 1 + c 2 = o folgt nämlich, wegen i < p -j- 1 und da nur 
von den i ersten Vektoren a h abhängt, offenbar c x = 0, da sonst 

et 4-^=0 eine lineare Abhängigkeit zwischen den i + 1 Vektoren 

Ctp a 2 , . . ., a { ; ct p + 1 ausdrücken würde [vgl. 2)], während nach Voraus- 
setzung die n Vektoren et linear unabhängig sind. Es ist also c 2 = o- 
Wir haben zu beweisen, daß außer c x auch c 2 = 0 ist. Wäre dies 
nicht der Fall, so müßte = o sein. Aus x { = o folgt aber wieder 
mit Rücksicht auf die Annahme 2) eine lineare Abhängigkeit zwischen 
den ct. — Damit ist gezeigt, daß a p + 1 von linear unabhängig ist. 
Nach dem Hilfssatz gibt es also eine Zahl Yj P + i derart, daß die beiden 
Vektoren Xp a p+1 ~\- y jp + 1 Xj orthogonal und linear unabhängig sind. 

v 

Setzen wir nun x p + 1 = a p+1 + JJy i +1 x v so ist r p + 1 eine homogen- 

lineare Verbindung der p + 1 ersten a { und der Koeffizient von a p+1 
ist gleich 1, und zwar wegen 2). Es gilt ferner für j ^p wegen l) 

v 

x j x p+i = X J Vi J rUy ip + 1 XjXi = ija p+1 + y Jp + 1 r i t J . 
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Also ist XjT p + 1 = 0, da Xj(a p + 1 + yj p + 1 Xj) nach der Definition 
von Yj p+1 verschwindet. Damit ist die vollständige Induktion beendet. 

Wir haben damit eine rekursive Matrix \\l ik \\ derart, daß die 

n 

n Vektoren x i = J £l ik a k orthogonal sind, und es ist dabei l.. = l, 
k=l 

also insbesondere x 1 = a v Es ist =)= o, da die gegenteilige An- 
nahme, wie wir gesehen haben, zu einem Widerspruch zu 2) führt. 
Wir können daher die Vektoren durch Division mit | x i | normieren, 
wodurch weder die Orthogonalität noch der rekursive Charakter ver- 
loren geht. — Damit ist der Schmidtsche Satz bewiesen, wir können 
r 

ja in (15) einfach q. =j£j> = y^j setzen. 

§ 7. Die Matrizentransformation. 

Es sei 5t = || a ik || eine Matrix und £ = (x v . . # n ) ein Vektor. 

n 

Wir wollen sagen, der Vektor c, dessen Komponenten c { = ^Ja ik x k 

Jc=l 

sind, entstehe aus £ durch die Transformation 51; kurz können wir 
c = 51 £ schreiben (hingegen ist das „Produkt" £ 51 nicht erklärt). Dem- 
entsprechend wollen wir die Transformation einer Matrix 5t durch eine 
transformierende Matrix © erklären. Wir werden dabei voraussetzen, 
daß © nicht entartet ist, während dies für 5t nicht zuzutreffen braucht. — 
Wir transformieren die beiden Vektoren £, c = 5t £ durch die Matrix © 
in © £, ©c und fragen nach einer Matrix SC, durch welche ©£ in ©c 
transformiert wird Wir werden X sinngemäß als eine Matrix bezeichnen 
können, in welche 5t durch © transformiert wird. — Werden auf 
den Vektor ©£ nacheinander die Transformationen © _1 , 5t, © ausgeübt 
(in dieser Reihenfolge!), so ergeben sich nacheinander die Vektoren 

® _1 (S£) = £> a (S" 1 (©?)) = 2t£ = c, © (5t (©- 1 (©£))) = ©c 

Nun ist aber, wie man leicht verifiziert, a) = ((£ ®) et, unter 
das Produkt zweier Matrizen, unter ((£ ®) a die Transformation von a 
durch ((£ $)), endlich unter (£(Da) die Transformation des Vektors ®a 
durch die Matrix (£ verstanden. Man hat daher © c = (© 51 © -1 ) (© £), 
was freilich, wegen c = 5t £ und da © 5t © _1 © = © 5t ist, jetzt auch 
direkt einleuchtet. Wir wollen festsetzen: eine Matrix 5t mit einer 
Matrix © zu transformieren, bedeutet das Ersetzen von 5t durch 
© 5t © -1 , wobei also det © =)= 0 angenommen wird, nicht aber auch 
det5t=f=0. — Wir können den Inhalt dieser Betrachtungen auch wie 
folgt deuten. Ist £ = (#!>■•■» *0 eine Lösung des (homogenen oder 
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inhomogenen) Gleichungssystems J£a ilt x k = c v das in unserer jetzigen 
Schreibweise als 9t £ = c geschrieben werden kann, so ist der Vektor 
1) = ©£ gewiß eine Lösung des Gleichungssystems (© 9t © _1 ) tj = ©c. 
— Wegen ((B~ 1 )~ 1 = © und © © _1 = ® ist © _1 (© 9t © _1 ) (S -1 )" 1 = 9t, 
d. h. 9t entsteht aus 23 durch die Transformation © _1 , wenn 23 aus 51 
durch die Transformation © entsteht. — Ist 9t _1 vorhanden, so ist 
wegen (© 9t © _1 ) (© 9t" 1 © _1 ) = E auch (6 2t© -1 )" 1 vorhanden, und 
zwar gleich ©9T 1 © -1 , so daß die Matrix $ und ihre Reziproke sich 
kogredient, d. h. durch eine und dieselbe Transformation transformieren. 
Offenbar können die Determinanten von 91 und © 91 © _1 nur zugleich 
verschwinden. Genauer gilt für alle Fälle det 9t = det © 9t © _1 , die 
Determinante ist Matrizentransformationen gegenüber invariant. Man 
hat nämlich nach dem Multiplikationssatz der Determinanten 
det (© 91 © _1 ) = (det ©) (det 9t) (det © _1 ), und es ist, wie erwähnt, 
(det ©)(det © _1 ) = 1. — Sind die Vektoren £ 1? £ a , ... linear unab- 
hängig, so sind es auch die transformierten Vektoren ©£ 1? ©£ 3 , 
(und freilich auch umgekehrt, da auch ©~ 1 ein © ist). Genauer, aus 
^Jc. £ ; = o folgt nach Transformation mit © wegen © o = o offenbar 
^^©£^=0. Insbesondere haben daher die beiden homogenen 
Gleichungssysteme 9t £ = o, (©9t © _1 ) £ = o dieselbe Anzahl (^> 0) 
linear unabhängiger, von o verschiedener Lösungen. 

Es sei noch erwähnt, daß F(© 9t © _1 ) = © F(9I) © _1 gilt, wenn 
F(X) etwa ein Polynom bezeichnet [im Falle F(X) = X~ 1 haben wir 
die Richtigkeit dieser Beziehung bereits früher vermerkt]. Wegen 
© (^9^+ c 2 9t 2 ) ©~ 1 = c 1 ©9t 1 ©" 1 -!-c 2 ©9t 2 ©" 1 können wir uns 
dabei auf den Fall F(X) = X m , m = 6, 1, 2, . . . beschränken. Für 
m = 0 und für m = 1 ist dann die Behauptung trivial. Es gilt aber 
wegen © -1 © = (£ auch 

© g* (B~ 1 =(B < ä © _1 © 9t © _1 = (© 9t © _1 ) 2 , 
© 9t 8 © _1 = © 9t © _1 © 9t © _1 © 9t ©- 1 = (© 9t © _1 ) 3 , 

usf. 

§ 8. Das Spektrum. 

Bei jedem Wert des Parameters X ist © (X (£ — 9t) ©- 1 
= [X © — © 9t) © _1 = X (S — © 9t © _1 , woraus wegen det (© 33 © _1 ) = det 33 
offenbar det (X (£ — 9t) = det(A (£ — © 9t © -1 ), d. h. die Invarianz von 
det(^(£ — 91) gegenüber Matrizentransformationen von 9t folgt. Dies 
beruht darauf, daß sich die beiden Matrizen 9t, X (£ — 9t kogredient 
transformieren. Man nennt det (X (£ — 9t) charakteristisches oder 
Säkularpolynom von 9t. Es ist in X eine rationale ganze Funktion 
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vom Grade n, worin der Koeffizient von A n gleich 1 ist. Unter den 
n\ Termen von det || A d ik — a iJ{ || gibt es nämlich einen und nur einen 
derart, daß A in jedem seiner n Faktoren enthalten ist, und dieser 
Term ist das Produkt ]J{k — a it ) = V 1 — V 1 " 1 2J^a T der dia- 
gonalen Elemente. Die n voneinander nicht notwendig verschiedenen 
Wurzeln % x , A 2> • . X n der Säkulargleichung det (A (£ — 51) = 0 heißen 
Eigenwerte von 2t, ihre Gesamtheit nennt man nach einem ebenfalls 
physikalischen, auf Wirtinger zurückgehenden und seit Hilbert (1906) 
eingebürgerten Sprachgebrauch das Spektrum von 2t. Das Spektrum 
ist Matrizentransformationen gegenüber invariant, da bereits das Säkular- 
polynom invariant ist, also, erst recht die Säkulargleichung. Da die 
beiden Gleichungen det (0 (2 — 21) = 0, det 2t = 0 gleichwertig sind, 
so ist das Verschwinden mindestens eines Eigenwertes notwendig und 
hinreichend dafür, daß 2t entartet ist. Ist dies nicht der Fall, so folgt 
aus det (A <g — 21) = 0 wegen det (A (£ — 2t) = [det 2t] [det (A 2T 1 — g) ] 
offenbar det (A -1 (S — 2I -1 ) = 0 und umgekehrt, so daß die reziproken 
Werte der Eigenwerte von 21 die Eigenwerte von 2t _1 sind. 

Die Eigenwerte von 21 sind diejenigen Zahlen A, bei welchen die 
zu A (£ — 2t gehörigen homogenen Gleichungen eine Nullösung zulassen, 
die diesmal als eine zu A gehörige Eigenlösung genannt wird. Die 
Anzahl der zu A gehörigen linear unabhängigen Lösungen ist, nach 
dem Vorhergehenden, Matrizentransformationen gegenüber invariant. 

Wir wollen jetzt (im wesentlichen nach Borchardt) die Eigenwerte 
und die Eigenlösungen der Funktionen von 21 untersuchen. Betrachten 
wir zunächst die positiven ganzen Potenzen von 21 und nehmen wir 
einstweilen an, daß A ein von Null verschiedener Eigenwert von 2t 
und £ eine zugehörige Eigenlösung ist. Wegen (A Qs — 2t) £ = o oder 
(A(S)£ = 2l£ gilt dannj = A" 1 2r£, also auch y = A" 1 2t (A -1 21 £) = A~ 2 2I 2 £, 
und allgemeiner j = A~ n 2I n f, d. h. (A n (£ — 2t n ) £ = o. — Dies gilt, auch 
wenn der Eigenwert A = 0 ist. Wir haben nur zu zeigen, daß aus 
2(£ = o folgt 2T l £ = o, und dies ist selbstverständlich, man braucht 
ja nur den Vektor 21 £ vermittels 2t n_1 zu transformieren und dabei 
2t n_1 o = o zu beachten. — Für n = 0 ist A n @ — 2t n =(£—(£ = £), 
also (A n (S — 2T)£ = o eine Trivialität. Endlich gilt dies, sobald 2t" 1 
überhaupt vorhanden ist, auch für n = — 1 (also für w = 0, ± 1, ± 2, . . .). 
Wir können nämlich dabei A =4= 0 annehmen und dann folgt die Be- 
hauptung (A -1 © — 2t _1 ) £ = 0 aus der Voraussetzung (A © — 2t) £ = 0 
einfach durch Transformation vermittels 2t ~\ Ist endlich F(X) eine 
z. B. rationale und der Einfachheit halber zugleich ganze Funktion 
von X, F{X) = C 0 + C x X + C 3 X 2 + . • so gilt, da C fc (A* <E - 2t fc ) f = 0 
ist, C , 7c A /c £ = C 7c 2t /£ £ J woraus nach Summation in bezug auf k sofort 



16 I.Kap. §9. Die Resolvente und die Hilbertsche Funktionalgleichung;. 

F(X) i = F (21) 5 und daher auch (F(A) g — F(80) j = o folgt. Ist also 
A ein Eigenwert von $1 und £ eine zugehörige Eigenlösung, so ist F (X) 
gewiß ein Eigenwert von F($l) und £ eine zugehörige Eigenlösung. 
Auf die umgekehrte Frage, inwiefern Eigenwerte und Eigenlösungen 
von 21 aus denjenigen von F($l) durch algebraische Diskussionen er- 
halten werden können, kann hier nicht näher eingegangen werden. 

§ 9. Die Resolvente und die Hilbertsche Funktional- 
gleichung. 

Die inhomogenen Gleichungen kx i — 2 a %-k x -h =c % °der (A (§ — 91) £= c 
sind bei jedem c dann und nur dann lösbar, wenn det(A(£ — 51) =4= 0, 
d.h. A kein Eigenwert ist, was wir nunmehr voraussetzen. Dann hat 
(A (£ — 51) eine Reziproke (A(£ — 51)" 1 , die, als Funktion von A be- 
trachtet, auch durch 9^ = || <R,- fc (A) || bezeichnet und Resolvente von 21 
genannt werden soll. 

Ist (£, % ein Paar nicht entarteter Matrizen, die vertauschbar sind, 
so ist mit vertauschbar. Für alle Fälle gilt nämlich 

£2) ST 1 GT 1 = ©, also ((SS))" 1 = ST 1 ® -1 und ebenso ($ ß)" 1 
^ß" 1 ^ -1 . Ist aber = also, da es nur eine Reziproke 

geben kann 1 ), auch ((£ SD) _1 = (£) _1 , so folgt daraus die Behaup- 
tung, D -1 g- 1 = ST 1 . — Sind nun A', X" zwei A-Werte, so sind die 
beiden Matrizen (A' (£ — 2l) , (A" (S — 21) gewiß vertauschbar, da ihr 
Produkt A' X" (£ — (A' + A") 51 + 5t 2 in den beiden Faktoren symmetrisch 
ist. Folglich gilt auch %.<%." = %:>%j . — Nach Definition ist 
(X' © — 51) ffl A r = ß, also a ^ = A'St A , - g, mithin 

21 jR A , ai A » = A' SR A * SR A » - 9? A " . 

Vertauscht man A' mit A", so folgt wegen Dfy Sft A " = 9t A " 9? A ' auch 

Der Vergleich dieser beiden Formeln ergibt die Hilbertsche Funktional- 
gleichung 

(Ä'-A")^9V = 9V-^'- 

Wendet man die Regel (9) anstatt von 21 auf die Matrix A (S — 2( 
an, so folgt 

x ) Daß es eine Reziproke gibt, folgt bereits daraus, daß wegen det d =J= 0 
und det $ =j= 0 auch det ((£ ®) = (det (5) (det ffi) 4= 0 ist. 
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wobei S ik (A) eine rationale ganze Funktion von einem Grade <[ n — 1 
und D(X) das Säkularpolynom, also eine rationale ganze Funktion vom 
Grade n bezeichnet. Sind daher A (1) , A (2) , . . A (p) die verschiedenen 
Eigenwerte von 21, so daß, wenn A 0) eine s.- fache Wurzel von 
D (A) = 0 ist, 

(17) Si + s% + ... + Sp = n ( s .^i, l£p£n) 
wird, so gilt eine Partialbruchzerlegung 

(18) R^^jjjj^^; i,k = l,2,...,n, 

wobei die Zahlen eindeutig bestimmt sind. Es verhält sich also 
jede Funktion R jh (A) an der Stelle A gewiß regulär, wenn A kein 
Eigenwert ist (und zwar auch für A = oo). Es kann jedoch ein 
R i]c (A) auch an einer Stelle A (J) regulär sein, d. h. es können bei 
festem /, i und k alle s. Zahlen p. 1 /, p?/, . . pVj verschwinden. Ist 
z. B. 2t = || a ik || = || d ih X { 1| und sind die n Zahlen X i voneinander ver- 
schieden, so ist, wie man leicht verifiziert (vgl. § 13), R ik (A) = j so 

daß die X. Eigenwerte sind; an der Stelle A = X i ist nur R {i (X) singulär, 
während die übrigen w 2 — 1 Funktionen R ilc (X) sich daselbst regulär 
verhalten. Für alle Fälle ist aber, wie wir jetzt zeigen wollen, für 
A = A* mindestens ein R ik (X) singulär, wenn A* ein Eigenwert ist. 
[Da an den Stellen, die keinem Eigenwerte entsprechen, jedes R ik (X) 
gewiß regulär ist, so können wir dies auch so ausdrücken: das Spek- 
trum von 21 ist mit der Gesamtheit der singulären Stellen der Matrix 
(Aß — 21)"" 1 = \\R ik (A) || identisch. Und zwar sind alle Singularitäten 
von rationalem Charakter. Bei unendlichen Matrizen wird dies nicht 
mehr zutreffen.] 

Nehmen wir zwecks Zurückführung ad absurdum an, daß an der 
Stelle A jjs sich alle n 2 Funktionen R ik (X) regulär verhalten, obwohl X* 
ein Eigenwert ist. Da es nur endlich viele Eigenwerte gibt, können 
wir eine Zahlenfolge X [1 \ X [2 \ . . ., X lm \ . . . derart bestimmen, daß 
?J m] — >X%, m— ► + oo gilt, und kein X [m] ein Eigenwert ist, so daß 
II (^ [m] ) || reziprok zu || X [m] d ih — a i1c ||, also das Produkt dieser 
beiden Matrizen = ||<5 ifc ||, d.h. 

(19) i R iv (x M ) • (l [m] d r1c - O = d ih ; i, A = 1, 2, . . ., » 

wird. Da nach Voraussetzung für A = A* alle n 2 Funktionen ■ R. fc (A) 
regulär sind, so strebt jedes ^ 7£ (A [m] ) für X [m] — +X* der Grenze 

Wintner, Spektraltheorie. 2 
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R ih zu. Die Vornahme des Grenzüberganges ergibt aber aus (19), daß 
2Ri. (K) • {h <U - O = \v i, k = 1, 2, . .. , n 

r=l 

gilt, und daher ||^ # ^ Ä — a i1e \\ eine Reziproke hat, nämlich die Matrix 
|| R. h (A#) || . Mithin müßte det || X* d il( — a^- & 1 1 =4= 0 sein, d. h. wäre 
keine Wurzel der Säkulargleichung, im Widerspruch zu der Voraus- 
setzung. 

§ 10. Die C. Neumannschen Reihen. 

Da im Punkte X = 00 wegen (18) alle R. h (X) regulär verschwinden, 
so gilt dort eine Taylorsche Entwicklung 

(20) Rn(X)=2J^H i,k=l,2,...,n, 

m=0 A 

und zwar sind alle n 2 Reihen für | X | > g und nur für | X | > g kon- 
vergent, wenn g den Maximalbetrag der Eigenwerte von 21 bedeutet. 
Sind alle Eigenwerte =0, so ist auch £ = 0 und die Reihen sind 
konvergent, sobald X =f= 0 ist. Es ist dabei entweder mindestens ein 
=f= 0 und dann ist die Reihe von R ik (X) für X = 0 sinnlos, oder 
es sind alle affi = 0. Letzter Fall ist aber ausgeschlossen. Sonst 
wäre nämlich R ilc (fy = 0 für alle i und k, d. h. 9^ = D, und daher 
® — 21) = D, während das Produkt für hinreichend große | / 1 
gewiß = S sein muß. 

Setzen wir |j a^f \\ = < ä (m \ so können wir für (20) auch 
SR X = 2j - ■ setzen, wobei die Matrizenpotenzreihe (d. h. jedes Ele- 

ment der Matrizenpotenzreihe) für |A|>£ konvergent ist; und zwar 
sind die Matrizen eindeutig bestimmt, da die Entwicklung (20) 

nur auf eine Weise möglich ist. Die Matrizen kann man im 

Anschluß an Liouville und C. Neumann sehr einfach berechnen. Zu- 
nächst ist das Gleichungssystem (X S — 2l) £ = c für | X | > g auf genau 
eine Weise lösbar, und zwar wegen (AS — 51) _1 = 9i A durch 1 = 9i A c, 
so daß also für | X | > g 

( 21 ) 2t^i c=2t^ 

\ w =0 A / m=0 A 

gilt, und eine solche Entwicklung ist ebenfalls nur auf eine Weise 
möglich. Setzt man daher (21) in (AS — 91) £ = c ein, so folgt durch 
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Vergleich der Koeffizienten von die Rekursion 

(E (H<m+i> c) - 21 (2l (w) c) = o; g (2l (0) c) = c 

oder 

5<»+i) c = 21 (21< W > c); 2I (0 > c = c 

Es ist daher 2I (i; c = 21 (2l (0) c) = 2t c, mithin 2t (2) c = 2t (2t (1 ' c) 
= 51 (^C c) = c und allgemein 2t ( " c = 21' c, rechterhand Matrizenpoten- 
zierung verstanden. Dies muß für alle c, also insbesondere auch für 
die Einzelvektoren e. gelten, was jedoch, wie man sich leicht über- 
zeugt, nur dann möglich ist, wenn 2l (i) = 2t* gilt. Man hat daher 

co 

(22) »ti=^i£l für \*\>e- 

m=0 

Wegen 9^ = (A @ — 2t)" 1 = % hätten wir dies formal — ohne 
Konvergenzbeweis und dergleichen — auch kürzer herleiten können. 

Da die Potenzreihen R ih (A) = j>j (X" 1 ) m+1 a}** für \r 1 \<Q~ 1 

konvergent sind, so gibt es bekanntlich eine Schranke Q derart, daß 
\aif\ < Q m ist. Mithin sind die Reihen 

m i > ^ (2 m)! 3 2j (2m + l)! 

m=0 m=0 K ' m=0 v 



für alle t konvergent. Wir können daher wegen \\a$ m || = 2t m die 



(, J^UllVClgCLLl. VV11 I^UJ-lllCU. UdllCl WCgCll j | C 

Matrizen 

CO CO 

m~Q 



(23) e*< = e^(%t)=2^T= I 



ml 
m=0 



m=0 m=0 

einführen, die damit für alle 2t und für alle t, also insbesondere auch 
für t = 1 erklärt sind. Es gelten, wie man sich leicht überzeugt, für 
diese Matrizentranszendenten im Falle vertauschbarer Argumente die- 
selben Funktionalgleichungen, wie für die entsprechenden gewöhnlichen 
elementaren Transzendenten, und zwar genau mit denselben Schluß- 
weisen. 

Mit Hilfe von exp (2t t) kann man die allgemeine Lösung des 
Differentialsystems 

(24) 1 ±= 2a ih x k ; »=1,2,...,« 
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in derselben Gestalt darstellen, wie die allgemeine Lösung der einzigen 
Differentialgleichung % = a% durch e at . Den Vektor mit den Kompo- 
nenten x i (t) wollen wir durch i t bezeichnen. Das DifTerentialsystem 
lautet dann i t = 21 i t , wobei für t = 0 der Anfangsvektor y 0 vor- 
geschrieben ist. Setzt man den Ansatz 

( 2o ) h=2j—^-io 

in die VektordifYerentialgleichung ein, so folgt durch Vergleich der 
Koeffizienten von t m die Rekursion 



Da dies für alle y gelten soll, muß g(w»+D = 51 also wieder 

g(m) = ^™g(o) sein< Nun ist aber j 0 = g;(0)y oa also (£< 0) = (|, mithin 
= . w = 0j l, 2, . . ., so daß (25) in ^ = [exp (21 *)] y 0 übergeht. 
In Worten: Die Lösung $ t entsteht aus dem Anfangsvektor £ 0 durch 
Transformation mittels der Matrix exp (21 1) • 



§ 11. Kanonische Matrizen. Die Schursche Transformation. 

Wir wissen, daß die Determinante einer kanonischen Matrix \\l ik \\ 
das Produkt der diagonalen Elemente l i{ ist (S. Ii). Andererseits ist 
die Summe zweier kanonischen Matrizen wieder kanonisch. Insbesondere 
ist also die Matrix || X S ilc — l ilc \\ = X (S — fl kanonisch, wenn £ es ist. Man 
hat somit in diesem Fall det(A @ — S) = (X — (X — Z 22 ) . . . {X — l nn ) , 
so daß die Nullstellen des Säkularpolynoms, d. h. die Eigenwerte, einfach 
die diagonalen Elemente von S sind. Da das Spektrum Matrizen- 
transformationen gegenüber invariant ist, wird man daher versuchen, 
zu jeder Matrix 21 eine nicht entartete Matrix (5 derart zu finden, daß 
die transformierte Matrix £ = © 21 kanonisch ist. Bei der Resol- 
vente (X (£ — 2l) -1 verliert man durch die Transformation gar nichts. 
Denn (X (£ — 2Q -1 transformiert sich nach S. 14 kogredient mit (A (£ — 21) 
und [X (S — 21) transformiert sich nach § 8 kogredient mit 21 : ist 
die Resolvente von 21, so ist (5 SR;© -1 die Resolvente von (52K5 -1 . 

Die Existenz einer kanonisierenden Transformation (5 wird sogar 
unter der Einschränkung, daß (5 unitär, d. h. = (5* sein soll, durch 
die folgende überschlägliche Konstantenabzählung nahegelegt. 21 hat 
n 2 gegebene Elemente; (5 können wir beliebig wählen. Da aber 
©©* = (£ sein muß, haben wir in © = |js ifc || nicht w 2 , sondern 
nur n 2 — (1 -f- 2 -| -j- n) Parameter zur Verfügung. Denn damit 
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unitär ist, haben die 



j=l 



— d ik zu erfüllen, unter welchen es 9 A ) unabhängige gibt, so 



daß auch bei den unitären © noch 



die Bedingungsgleichungen 

2 ! 

2y -^-( w ; 1 )=^-( i + 2 +-+^ 

Parameter verfügbar sind. Es ist daher zu erwarten, daß durch ge- 
schickte Wahl von © ebenso viele Elemente von ©$© _1 zum Ver- 
schwinden gebracht werden können. Nun ist diese Anzahl eben mit 
der Anzahl der oberhalb der Diagonale stehenden Elemente identisch. 
Es ist zugleich die Vermutung nahegelegt, daß, wenn die n 2 Elemente 
von % voneinander unabhängig sind, mehr als eine Kanonisierung, 
etwa eine Transformation auf die Diagonalgestalt, durch keinerlei 
Wahl von © gelingen wird. 

Wir beweisen nun den folgenden Satz von I. Schur: Zu jeder 
Matrix 21 gibt es eine unitäre Matrix © = IX derart, daß II % II -1 
kanonisch ist. 

Es sei ein Eigenwert der transponierten Matrix 1 ) 21', so daß die 
zu Ä% (£ — %' gehörigen homogenen Gleichungen eine Eigenlösung 
haben, die aus Gründen der Homogenität normiert angenommen 
werden kann. Es sei also IrJ 2 = 1 und (A* (£ — 2I') r i = o, d. h. 
h^x 1 = W x ± . Wegen x 1 + o können wir nach § 5 Vektoren r 2 , ,..,t„ 
in der Anzahl n — 1 derart bestimmen, daß die n Vektoren x { linear 
unabhängig sind. Mit Rücksicht auf den Schmidtschen Orthogona- 
lisierungsprozeß (§ 6) können wir daher sogleich voraussetzen, daß 
= gütfüri J ft = l 1 2,...,». Setzt man x { = (ra, r i2 , , . .,r in ), so 
besagt dies, daß die Matrix || r i1c \\, die wir auch durch jQj bezeichnen wollen, 
unitär ist. Da C" 1 = Di und x 1 = 21' x t sein muß, so ist das k-te Element 
der ersten Zeile der transformierten Matrix Q 1 21 Cj^ 1 = || g ile || gleich 



(26) c^cr 1 ^ 



0 0 



giic = 2 2 f u * ix r hl =2r hl 2! a. x r 15 = x T 
j~i i=i i=i j=i 

somit für k > 1 gleich Null, d. h. es gilt 

0 

£21 

£.31 9* 



8nl 



• «' x ± = x k 4 x ± = 4 d 



8n2 



8*2 n 



x ) Oder, was wegen det (A (£ - 8) = det (k (£ - 21)' = det (l (g - Sil') dasselbe 
ist, ein Eigenwert von 21 selbst. 
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wobei also die Matrix $ nur n — 1 Zeilen und Kolonnen hat. Wir 
können nun $8 demselben Verfahren wie vorher $1 unterwerfen, also eine 
unitäre Matrix $ mit n — 1 Zeilen und Kolonnen derart bestimmen, daß 



(27) «psb^t 1 = 



h 22 0 0 ... 0 

ho 



Ks ^34 

Ks 



K 



wird, wobei 28 eine Matrix mit 
Setzen wir nun 



n3 "nn 

2 Zeilen und Kolonnen bezeichnet. 



(28) 



B 2 = 



1 0 0 ... 0 
0 

0 $ 

6 



so ist diese Matrix mit n Zeilen und Kolonnen offenbar ebenfalls unitär. 
Aus (26), (27), (28) folgt leicht, daß die Transformierte von £^21 Oj" 1 
durch £L die Gestalt 



j lx 0 0 0. 

hl 7 2 2 0 0 . 
731 732 733 734 



7nl 



0 
0 
" 73 n 

7nn 



hat, so daß darin die oberhalb der Diagonale stehenden Elemente 
nicht nur, wie in (26), in der ersten Zeile verschwinden, sondern auch 
in der zweiten. So können wir weitergehen und die oberhalb der 
Diagonale liegenden Elemente von $1 durch w-äre unitäre Transfor- 
mationen sukzessive ausfegen. Nun bilden aber die unitären Matrizen 
eine Gruppe, womit alles bewiesen ist. — Des näheren handelt es sich 
dabei um folgendes. Zum Schluß haben wir n — 1 unitäre Matrizen 
Qj, £l 2 , ... , Q w _ x (alle mit n Zeilen und Kolonnen) derart, daß in der 
Matrix 



(29) i 

alle oberhalb der Diagonale stehenden Elemente verschwinden, so daß 
diese Matrix kanonisch ist. Nun kann für © g (© 1 $ (Si" 1 ) &2 1 wegen 

<Si 1 ©g 1 = (© 2 ©i) -1 auch (© 2 ©J 21 (© 2 St) -1 geschrieben werden. 
Ferner ist das Produkt zweier unitären Matrizen wieder unitär. Aus 
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gf 1 ^©* und © 2 _1 =(S* folgt nämlich ©i" 1 = 62 ©* also 

wegen 6a" 1 ©i" 1 = (©j ©s)' 1 und ©* @? = (©! © 2 )* auch (© 1 © 2 ) _1 
= (© 1 © 9 )*. Setzt man daher U = D n J x & M _ 2 . . . C 2 G 13 so ist U 
unitär und die kanonische Matrix (29) gleich U5HP 1 . Damit ist der 
Schursche Satz bewiesen. 

Der Schursche Satz und auch die Beweisanordnung stellt eine 
sinngemäße Verallgemeinerung des klassischen Verfahrens dar, das 
durch sukzessive orthogonale Abspaltung der Eigenwerte eine reell- 
symmetrische Matrix (eine quadratische Form) auf die Diagonalgestalt 
(in eine Summe von Quadraten) zu transformieren gestattet. Wir 
kommen darauf noch mehrfach zurück. — Bereits Lagrange und 
Gauß haben bemerkt, daß sich diese „Transformation auf die Haupt- 
achsen" meistens viel bequemer gestaltet, wenn man den schrittweisen 
Abspaltungen nicht an die Matrix 51 selbst, sondern an ihre Reziproke 5l -1 
anknüpft, deren Existenz zunächst vorausgesetzt wird. Jacobi hat 
diese, heute nach ihm benannte Transformation, die, sofern sie existiert, 
mit der Schurschen inhaltlich identisch ist, auf nicht-Hermitesche 
Matrizen übertragen. Allerdings gibt es Matrizen, wo die Jacobische 
Transformation, im Gegensatz zur Schurschen, versagt. Wir werden 
uns in §§ 27, 28 nur mit dem Spezialfall der Jacobischen Transformation 
beschäftigen, den wir späterhin, bei Untersuchungen über unendliche 
Matrizen, benötigen werden. 

Aus dem Schurschen Satz folgt, daß det 5( immer gleich dem 
Produkt der Eigenwerte von 51 ist 1 ). Denn zunächst sind det 5( und 
die n Eigenwerte Matrizentransformationen gegenüber invariant, so daß 
nach dem Schurschen Satz die Matrix 51 kanonisch angenomen werden 
kann. Nun ist aber die Determinante einer kanonischen Matrix das 
Produkt der diagonalen Elemente und diese sind bei kanonischen 
Matrizen mit den Eigenwerten identisch. — Ferner sind die Eigenwerte 
von 51' mit denjenigen von 51 identisch (S. 21), so daß det 5t = det 51' 
als eine Selbstverständlichkeit erscheint. Ebenso läßt sich die Be- 
ziehung det (51) = (det 51) dahin verschärfen , daß die Eigenwerte von 
51 zu denjenigen von 51 konjugiert sind. In der Tat ist det (A d i1s — = 0 
wegen (4) gleichbedeutend mit det (I d ilc — ä a ) = 0 . 

§ 12. Die normalen Matrizen. 

Im Anschluß an den Schurschen Satz haben Schur und Toeplitz 
die Klasse derjenigen Matrizen 51 untersucht, die mit ihrer begleiten- 



x ) Dies folgt auch unmittelbar aus dem Fundamentalsatz der Algebra. 
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den Matrix 9l'=$t* (deren Determinante nach dem vorhergehenden 
= det % ist, während die Eigenwerte zu denjenigen von 21 konjugiert 
sind) vertauschbar sind. Diese, der Bedingung 51 51* = $(*9( genügenden 
Matrizen nennt Toeplitz normal. Der normale Charakter ist unitären 
Substitutionen gegenüber invariant. Aus 21 21* = 21*21 und II -1 = II* 
folgt nämlich 

(UStU" 1 ) (U5IU" 1 )* = U5(U" 1 U~ 1 *5I*U* = U5I5I*U* = U^*5IU* 

= (U -1 * 2T* U*) (U21 II -1 ) = (U 21 IT 1 )* (U212T 1 ). 

Die begleitende Matrix einer Diagonalmatrix ist wieder eine Diagonal- 
matrix und zwei Diagonalmatrizen sind gewiß vertauschbar, so daß 
die Diagonalmatrizen und daher auch die Matrizen, die unitär in 
Diagonalmatrizen transformiert werden können, gewiß normal sind. 
Damit ist aber die Klasse der normalen Matrizen auch erschöpft, in- 
dem jede normale Matrix unitär auf die Diagonalgestalt gebracht 
werden kann (so daß also die normalen Matrizen diejenigen Matrizen 
sind, für welche das „Hauptachsenproblem" gelöst werden kann). In 
Anbetracht des Schurschen Satzes beweisen wir mehr, wenn wir zeigen, 
daß eine normale Matrix, die kanonisch ist, sogar eine Diagonalmatrix 
sein muß. 

n n 

Ist zunächst 2( normal, so gilt 2 a ij^icj = i a ji c - Dies geht, 

7 = 1 3 ?*=i * 
wenn 21 kanonisch, also a { - = 0 für i < j ist, mit k = i in 

i n 

(30) SM* = 2\»n\ > 

7 = 1 j=i 

n n 

also für i = l in | a tl | 2 = \ a ji | 2 über, so daß 0 = ^Jld^] 2 gilt, 

3=1 3 = 2 

und daher alle Uj 1 ; j = 2, 3, . . n, d. h. alle unterhalb der Diagonale 
liegenden Elemente der ersten Kolonne gewiß verschwinden. Damit 
geht (30) für 2 in 

i n 
7=2 j=i 

über, woraus mit i = 2 wieder | a ne> | 2 = £ I a ji I "j ^. n - ^ = 2 \ a j* \ " 

7=2 " 7=3 

und daher das Verschwinden aller unterhalb der Diagonale liegenden 
Elemente der zweiten Kolonne folgt. Durch Wiederholung dieser 
Schlußweise ergibt sich, daß unterhalb der Diagonale lauter Nullen 
stehen, während dies oberhalb der Diagonale nach Voraussetzung der 
Fall ist, so daß ||fl ifc ||, wie behauptet, eine Diagonalmatrix sein muß. 
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Die binäre Matrix 



(31) 



0 


1 


0 


0 



ist, wie man sich leicht überzeugt, mit ihrer Begleitenden nicht ver- 
tauschbar. Es gibt also Matrizen, die mit keiner Diagonalmatrix 
unitär äquivalent sind. Zwei Matrizen heißen dabei unitär äquivalent, 
wenn sie durch eine passend wählbare unitäre Transformation II in- 
einander übergeführt werden können. Aus 51 = 11 33 II" 1 folgt II -1 51 II 
= U" 1 US3U" 1 U=33, d.h. 33 = £5I£~\ wobei £=il _1 , also unitär 
ist. Ferner ist die Eigenschaft eines Matrizenpaares 51, 33, unitär äqui- 
valent zu sein, gegenüber kogredienten unitären Transformationen von 
51 und 33 invariant. Ist nämlich 51 = II 33 II - ', wobei II unitär ist, und 
bedeutet 33 eine beliebige unitäre Matrix, so gibt es eine unitäre Matrix 3S 
derart, daß 335133" 1 = 333 (33 33 33 -1 ) 333" 1 wird. Zu diesem Ende muß 3S 
nur derart gewählt werden, daß (33 Ii) 33 (33 il)" 1 = (33333) 33 (SB 33) _1 wird. 
Hierfür genügt es aber, wenn 323 gemäß der Bedingung 33 U = 3S 33 
festgelegt, also 3$ = 33U33 _1 gesetzt wird. Dieses 323 ist, als Produkt 
dreier unitären Matrizen, sicher unitär. Damit ist die unitäre Invarianz 
der unitären Äquivalenz bewiesen. 

Wir wollen jetzt die Frage beantworten, wann zwei normale Ma- 
trizen 51, 33 unitär äquivalent sind. Hierfür ist wegen det(A(£ — 5l) 
= det {X (5 — © 51 (S -1 ) gewiß notwendig, daß 51 und 33 dieselben 
Eigenwerte mit derselben bz. Vielfachheit, d. h. dasselbe Spektrum 
haben. Nun ist aber diese notwendige Bedingung, wie wir jetzt zeigen 
wollen, zugleich hinreichend, so daß also das Spektrum bei normalen 
Matrizen das vollständige unitäre Invariantensystem bildet. 

Eine Matrix von n 2 Elementen möge (aus sogleich ersichtlichen 
Gründen) eine Permutationsmatrix genannt werden, wenn darin jede 
Zeile und jede Kolonne ein und nur ein Element enthält, das gleich 
= 1 ist, während die übrigen n? — n Elemente verschwinden. Kom- 
poniert man die i-te Zeile einer Permutationsmatrix mit der k-ten, 
so ergibt sich d ik , so daß = ist. Da $ reell ist, so kann 

man hierfür auch *J3 = (£ schreiben, d. h. $ ist unitär. Dabei ist 
auch = ^3' eine Permutationsmatrix, ferner ist das Produkt zweier 
Permutationsmatrizen, wie man leicht ausrechnet, eine Permutations- 
matrix. Ist © = ||<J <fc g f || eine Diagonalmatrix, so ist es, wie man sich 
leicht überzeugt, auch $ ® = || d ilc \ ||, und zwar ist die Zahlen- 
folge h ± , ho, h nur eine Permutation von g ±i g 2 , . . ., g n , da das 
Spektrum, das bei Diagonalmatrizen durch die Elemente der Diagonale 
gebildet wird, invariant ist. Umgekehrt, sind die h { nur eine Permu- 
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tation der g., so kann man auch eine Permutationsmatrix $ angeben 
derart, daß *ß ||&<5 ifc || = \\h. d ih \\ wird. Der Beweis, der auf den 
Spezialfall h ± = g 2 , h 2 = g lf h i =g i , i > 2 zurückgeführt werden kann, 
soll dem Leser überlassen bleiben. 

Es seien nun 2t, 23 zwei normale Matrizen mit demselben Spektrum. 
Es gibt dann zwei unitäre Matrizen IX, $8 derart, daß die beiden 
Matrizen Qb = VL%VT ± 9 § = SB 83 SB""" 1 Diagonalmatrizen sind, deren 
Diagonalen auseinander durch eine Permutation entstehen, so daß es ein 
Permutationsmatrix ^ mit <g=$®$~ 1 vorhanden ist. Man hat da- 
her SS^SS" 1 = ^U^IU" 1 ^ 1 oder 23 = 2T 1 $U 21 U" 1 SB, mithin 
93=282128, wenn 28=$8 _1 $U gesetzt wird. Nun ist 28, als Pro- 
dukt dreier unitären Matrizen, gewiß unitär. Mithin sind 21 und 33 unitär 
äquivalent, w. z. b. w. 

§ 13. Die Resolvente der normalen Matrizen. 

Die zur Matrix \\Xfä — 21 1| gehörigen inhomogenen Gleichungen sind, 

n 

wenn 2t = || ö i1{ X i || eine Diagonal matrix ist, 2(Xd ik — d n X t ) % k = c., 

k=l 

d. h. (X — X^)x. = c { , so daß x. = ° x die einzige Lösung ist, wenn 

A A{ 

X nicht ein Eigenwert X i wird. Andererseits ist die Resolvente ||^ fc (A)|| 

n 

die Reziproke von X& — 21, also x. = c li R ik (X). Der Vergleich ergibt 

k=l 

(32) Rjj (i) = 7 l_ ; 0. i + k. 

Ist umgekehrt (32) erfüllt, so ist 21 eine Diagonalmatrix. Wir benutzen 
dabei nur den Umstand, daß die Matrix ||^ ft (A)|| bei jedem X eine 
Diagonalmatrix ist und schließen daraus, daß auch ihre Reziproke, 
|| — 21 1|, und daher auch 21 selbst, eine Diagonalmatrix sein muß. — 
Ist nun allgemeiner 21 eine Matrix, bei welcher die R i1c (X) nur ein- 
fache Pole haben derart, daß in (18), S. 17 für h > 1 alle qM gewiß 
verschwinden, so werden die Elemente der Matrix © || R iJc (X) || ©~ 1 
ebenfalls nur einfache Pole haben. Aber auch nur dann, da auch © _1 
ein © ist. Da © || R ik (X) || © _1 die Resolvente von ©2t© _1 ist, so ist 
daher die Eigenschaft von 21, in der Resolvente nur einfache Pole zu 
haben, Matrizentransformationen gegenüber invariant. Da diese Eigen- 
schaft wegen (32) allen Diagonalmatrizen zukommt, so kommt sie auch 
allen normalen Matrizen zu. 

Es sei 21 eine beliebige Matrix, X A 2 , . .., X n seien ihre Eigenwerte, 
und X^\ X^\ ^ (p) ihre verschiedenen Eigenwerte, so daß jedes X^ 3) unter 
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den X { genau s^.-mal vorkommt; vgl. (17). Es bezeichne ferner y. die 
Anzahl l) der linear unabhängigen Lösungen, welche das zu 
X& — 21 gehörige homogene Gleichungssystem für X = X^ zuläßt. Da 
die Zahlen X^\ s., f., p, wie wir gesehen haben, Matrizentransforma- 
tion gegenüber invariant sind, so dürfen wir annehmen, daß 21 
kanonisch ist. Es sei $1 zunächst auch normal, also eine Diagonal- 
matrix. Die zu X (£ — 21 gehörigen homogenen Gleichungen sind dann 
Xx i — X i x i = 0, oder, wenn X = X (j) gesetzt wird, (X 0) — X i )x i = 0, 
i = 1, 2, . . ., Ist nun i derart, daß X^ J) =(= X { ist (j ist fest gewählt), 
so kann die zu diesem i gehörige Gleichung ()S 3) — ^)#,- = 0 nur 
durch x i = 0 erfüllt werden. Offenbar ist daher die Anzahl y. der 
linear unabhängigen Lösungen des ganzen homogenen Systems iden- 
tisch mit der Anzahl der linear unabhängigen Lösungen desjenigen 
Teilsystems — X { ) x i = 0, in dem i nicht von 1 bis n geht, son- 
dern nur die Sj l) Werte i = i^j, i 2 j, . . i 8 3 durchläuft, für welche 
X i = X^ ausfällt. Ist nun i = von dieser Beschaffenheit, so erhält 
man gewiß eine Eigenlösung, wenn man %. (0) = l und die übrigen 
x { = 0 setzt. D. h., £ = Zi vjy wobei e fc den ß-ten Einzelvektor bezeich- 
net, ist gewiß eine Eigenlösung; v = 1, 2, Sp und offenbar kann 
jede Eigenlösung des Teilsystems aus diesen Sj Einzelvektoren, die, 
als veyschiedene Einzelvektoren, linear unabhängig sind, komponiert 
werden, so daß s^., die Häufigkeitszahl von X^ in der Folge X v X 2 , . . ., X n , 
d. h. die Vielfachheit des Eigenwertes X^\ mit der Anzahl der zu 
— $ gehörigen linear unabhängigen Lösungen übereinstimmt. 
Bei Diagonalmatrizen, also auch bei normalen Matrizen gilt daher 

s S = f P j = 1, 2, ...,p. 
[In der Weierstraßschen Terminologie besagt dies, daß die normalen 
Matrizen nur lineare Elementarteiler haben können 1 ).] 

Ist $ = || ^ || eine Diagonalmatrix, so hat das Differentialsystem 
l t = %l t [vgl. (24)] die allgemeine Lösung x- = x i (0)e lii y X { = a iV es 
treten also keine „säkularen" Glieder auf, genauer die Zeit kommt nur 
im Exponenten vor, nicht aber auch als ein Faktorpolynom. Dies gilt 
offenbar bei allen Matrizen 21, die auf die Diagonalform gebracht werden 
können, also auch bei allen normalen. Entsprechendes gilt bei den 
Systemen £, = 2l£, usf. Vgl. übrigens S. 183 weiter unten. 

*) Die Matrix 21 hat dann und nur dann durchweg lineare Elementarteiler, 
wenn es eine nicht entartete, jedoch nicht notwendig unitäre Matrix © gibt 
derart, daß (5 21 (S -1 eine Diagonalmatrix ist. Dies ist dann und nur dann der 
Fall, wenn alle Singularitäten sämtlicher R t ^ (k) einfache Pole sind, also gewiß 
dann (jedoch nicht nur dann), wenn die n Eigenwerte voneinander verschieden sind. 
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§ 14. Die beiden Normmatrizen. Hermitescher Charakter. 

Es möge zunächst eine von Schur herrührende Charakterisierung der 
normalen Matrizen erwähnt werden, die u. a. den für die Fredholmsche 
Theorie grundlegenden Hadamardschen Determinantensatz enthält. 

n n 

Es sei St = 11^ || eine beliebige Matrix. Die Summe ^J\a ih \ 2 

i=l Jc=i 1 

wollen wir aus Gründen, die sogleich ersichtlich sein werden, die Normal- 
spur von 5t nennen (nach Frobenius heißt sie „Spannung von 51"). Die 
Normalspur ist unitären Transformationen gegenüber invariant [kann 
aber bei beliebigen Matrizen nicht mittels der Eigenwerte ausgedrückt 
werden, ist also eine unitäre, aber nicht spektrale Invariante]. Ist nämlich 
Ull* = (S, so ist die Normalspur von Mir 1 gleich 

n n n n n n n n n n 

2 2 \ 2 2iiij a 3i ü M? = 2 2 U U*i j a jl ii kl 2; ä h u kh 

1 = 1 fc=l j=ll=l i=l ]c = l j=l 1=1 J J g=lh=l 

n n n n n n _ 

= 2 2 2 2<*jiä gh 2 «a «< g 2 ü u «*» 

3 = 1 1=1 g = l h = l i=l Ju=l 

n n n n n n n n 

= 2 22 2 % h ö Jg \ h = 2 2 «„ 2 S jg 2 * §i S lh 

3=1 1=1 g=l h— 1 j = l 1=1 g=l h=l 

n n n n n n n 

= 2 2 2 ö jg ä gl = 2 2a jt «„ = 2 2\«<S- 

3 = 11=1 g=l 3 = 1 1=1 1=1 1c=l 

Wählen wir nun II so, daß U 51 U -1 kanonisch ist. 51 ist dann und 
nur dann normal, wenn 11 5t II -1 zugleich diagonal ist. In diesem 
Falle ist die Normalspur von IX 51 IX — 1 gleich der Quadratsumme der 
Beträge der Diagonalelemente, d. h. der Eigenwerte von U5tU _1 , und 
sonst größer. Nun haben 5t und lt5IU _1 dieselben Eigenwerte k v 
und dieselbe Normalspur. Es ist also bei jeder Matrix 5t 

n n n 

(33) 2\KV = 2 2\« ih \\ 

v=l i=lk=l 

und das Gleichheitszeichen gilt dann und nur dann, wenn 5t normal ist. 

Die Matrix 5t* 5t heißt die vordere, die Matrix 5t 5t* die hintere 
Norm von 5t; die beiden Normen sind dann und nur dann gleich, 
wenn 5t mit 5t* vertauschbar, d. h. normal ist. Die Normalspur der 
vorderen Norm von 5t ist auch bei nicht normalen Matrizen gleich 

n n n n n n n 

2 2\2 äji cju \* = 2 2 (2ä ji a jlc )( 2 a H ä n ) 

i=l lc=l j=l i=l k=l j=l 1=1 

71 71 71 71 71 71 71 

= 2 2(2a Jk ä l u)(2ä ji a u ) = 2 2\ 2^^, 

3=1 1=1 k=l i=l J 3=1 1=1 k=l 

also gleich der Normalspur der hinteren Norm von 5t. 
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Spur einer beliebigen Matrix 21 heißt die Summe der Eigenwerte 
von 2t- Die Spur der Normen einer normalen Matrix ist also gleich 
der Normalspur von ty. Es folgt nämlich etwa nach einer unitären 
Transformation von 21 auf die Diagonalgestalt, daß die Eigenwerte der 
Norm von 21 die Quadrate der absoluten Beträge der Eigenwerte von 
21 sind. 

Die Matrix 21 heißt von Hermiteschem Typus, wenn sie mit ihrer 
begleitenden Matrix 2{' = 21* identisch ist, so daß für alle Zeiger 
a ik = ä ki gilt. Die diagonalen Elemente sind dann also gewiß reell. 
Da mit sich selbst jede Matrix vertauschbar ist, so sind die Hermiteschen 
Matrizen gewiß normal. Nicht jede normale Matrix ist Hermitesch. 
Hingegen sind die beiden Normen jeder, auch nicht normalen Matrix (£, 
da ((£* (£)* = d* (£** = g* g gilt und die hintere Norm von E die 
vordere Norm von g* ist, gewiß Hermitesch, und, wie wir bei (51) 
sehen werden [vgl. S. 30], „nichtnegativ definit"; und zwar sind beide 
Normen „positiv definit" oder keine der beiden ist es, je nachdem g _1 
existiert oder aber g entartet ist (die Definitionen siehe im nächstfolgen- 
den §). Es ist also nicht möglich, daß eine der beiden Normen positiv 
definit ist und die andere nicht. Bei unendlichen Matrizen wird dies 
allerdings vorkommen können (siehe S. 138). 

Wir wollen nun zeigen, daß die beiden Normen jeder Matrix 
unitär äquivalent sind, so daß es zu jedem 21 ein U gibt derart, daß 
21 21* = II (21* 21) IT 1 wird (ist 21 normal, so kann man einfach U=g 
setzen und umgekehrt). Da die beiden Normen stets normal sind, so läuft 
die Behauptung darauf hinaus, daß die beiden Normen dieselben Eigen- 
werte oder dasselbe Säkularpolynom haben. Denn die Übereinstimmung 
der Spektra ist nach § 12 die notwendige und hinreichende Bedingung 
für die unitäre Äquivalenz zweier normalen Matrizen. — Es sei zunächst 
33 eine Matrix derart, daß 33 _1 existiert. Wegen 33"" 1 33 33* 33 = 33* 33 gibt 
es dann gewiß eine Matrix @ derart, daß (5 33 33* 6 _1 = 33* 33 wird: 
© = 33 "\ Nach § 8 folgt daraus 

det (A g - 33 33*) = det (k g - 33* 33) . 

Es sei nun 21 eine beliebige Matrix. Den Fall, wo k = 0 kein Eigen- 
wert ist, so daß 21 -1 existiert, haben wir soeben erledigt. Es sei 
also k=0 eine Nullstelle des Polynoms det (k g — 21). Da dieses 
nur endlich viele Nullstellen hat, so gibt es ein rj > 0 derart, daß 
det (e g — 21) =+= 0 ist für 0 < | e | < tj, so daß dabei (e g — 2I)" 1 exi- 
stiert, und daher 33 in der soeben hergeleiteten Identität gleich e g — 21 
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gesetzt werden darf. Nimmt man sodann in den beiderseits stehenden 
Polynomen den Grenzübergang e — > 0 vor, so bleibt offenbar 

det {X @ - 51 5t*) = det (X <S — «* «) , 

w. z. b. w. 

§ 15. Hermitesche Matrizen. 

Die beiden Normen einer Hermiteschen Matrix sind = 5t 2 Die 
Eigenschaft einer Matrix, von Hermiteschem Typus zu sein, ist uni- 
tären Transformationen gegenüber invariant. Aus 5t = 51* und 
1111*= © folgt nämlich (11 5t U" 1 )* = IT 1 * 51* U* = U 5t U" 1 . Wählt 
man U derart, daß U5t U _1 eine Diagonalmatrix ist, so folgt 
daraus, daß die diagonalen Elemente von U 5t II -1 , d. h. die Eigen- 
werte von 5t, reell sein müssen. Sind um gekehrt die Eigenwerte 
einer normalen Matrix durchweg reell, so ist sie offenbar mit einer 
reellen Diagonalmatrix unitär äquivalent. Nun sind die reellen (und 
nur die reellen) Diagonalmatrizen Hermitesch, da bei Diagonalmatrizen 
die Forderung a ik = ä ki wegen 0 = 0 auf die Realität der a H hinaus- 
läuft. Mithin sind die Hermiteschen Matrizen diejenigen normalen 
Matrizen, deren Eigenwerte, die auch mehrfach sein können, sämtlich 
reell sind. Da die Eigenwerte von 5t 2 bei jedem 5t die Quadrate der 
Eigenwerte von 5t sind, so sind die Eigenwerte von Sil 2 gewiß ^> 0, 
wenn SU Hermitesch ist. Eine Hermitesche Matrix, bei der alle Eigen- 
werte ^> 0 sind, nennt man nichtnegativ definit. Eine nichtnegativ 
definite Hermitesche Matrix, deren Eigenwerte sogar sämtlich > 0 
sind, heißt positiv definit. Das Quadrat einer Hermiteschen Matrix ist 
wegen (5t 2 )* = 5t* 21* = Sil Sil = Sil 2 gewiß Hermitesch. Das Quadrat 
einer Hermiteschen Matrix ist also eine nichtnegativ definite Her- 
mitesche Matrix. Umgekehrt gibt es zu jeder nichtnegativ definiten 
Hermiteschen Matrix Sil Hermitesche Matrizen 33 derart, daß SU = 33 2 
wird. Wegen U(£ 2 ll _1 = (U(Slt~ 1 ) 2 genügt es, dies unter der 
Voraussetzung zu zeigen, daß Sil — || a { f d ik ||, also eine Diagonalmatrix 
mit a {i ^ 0 ist. Dann wird aber die Gleichung 5t = 33 2 durch die 
wegen ]/a ff = 0 gewiß Hermiteschen Diagonalmatrix 33 = ]| d i1c || 
offenbar befriedigt. Die nichtnegativ definiten Hermiteschen Matrizen 
sind also diejenigen Matrizen, die als Quadrate von Hermiteschen 
(oder auch von nichtnegativ definiten Hermiteschen) Matrizen dargestellt 
werden können, während die positiv definiten Hermiteschen Matrizen 
und nur diese offenbar Quadrate sogar von positiv definiten Matrizen 
sind. Da eine Matrix 51 dann und nur dann entartet ist (det SU = 0), 
wenn mindestens ein Eigenwert verschwindet, und da die Quadrate der 
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Eigenwerte von 2t die Eigenwerte von 2t 2 sind, so hat eine Hermitesche 
Matrix 2t dann und nur dann eine Reziproke, wenn 2( 2 (nicht nur 
nichtnegativ definit, sondern sogar) positiv definit ist. 

Ist 2t Hermitesch und nicht entartet, so ist auch 2t _1 Hermitesch. 
Aus 2£23 = (S und 2( = 2(* folgt nämlich 23* 2t* = 23* 2t = ®, also 
33* = 33, da 2t nur eine Reziproke haben kann. Ist außerdem 2t 
positiv definit, so ist es auch 2t _1 . Denn die Eigenwerte von 2t _1 
sind die reziproken Eigenwerte von 2t, also ebenfalls positiv. 

Das Produkt zweier Hermiteschen Matrizen ist dann und nur dann 
Hermitesch, wenn sie vertauschbar sind. Ist nämlich 2t = 2t* und 
SB = 33*. so folgt aus (2*23)* = 2193 wegen (21 93)* = 23* 21* offenbar 
33 2t = 2t 93 und umgekehrt. Es läßt sich übrigens ohne Mühe zeigen, 
daß zwei Hermitesche Matrizen dann und nur dann vertauschbar sind, 
wenn sie kogredient auf die Hauptachsen gedreht werden können, d. h. 
wenn es eine gemeinsame unitäre Matrix U gibt derart, daß U2IU -1 
und U23U -1 Diagonalmatrizen sind 1 ). 

§ 16. Hauptachsentransformation. 

Es soll jetzt der Zusammenhang zwischen den Eigenwerten und 
Eigenlösungen einerseits und der unitären Transformation auf die 
Diagonalgestalt (geometrisch: Hauptachsentransformation) andererseits 
besprochen werden. In Verbindung mit in § 13 berührten Fragen ist 
die Theorie des Elementarteiles daraus entstanden, und die Schursche 
Transformation stellt seine Übertragung auf beliebige Matrizen dar. 

Sind zunächst £ = (x 1} x 2 , . . *J, t) = (y ± ; y 2 , . . y n ) zu zwei ver- 
schiedenen Eigenwerten v, ju gehörige Lösungen des homogenen 
Systems (A (S — 2t) § = o, wobei 2t Hermitesch ist, so sind die beiden 
Vektoren £, tj orthogonal. Aus v\) = %\) folgt nämlich, da v reell ist, 
v £} = 21 tj, also v i§ = £ (2t ), und aus /u £ = 2C £ folgt wegen ab = b a 
entsprechend £i) = 9 (21 £), mithin (v — /u) £ 5 = £ (21 ty) — i) (2t i), so 
daß die Behauptung, £t) = 0, gleichwertig ist mit £(21 £j) = tj ($1 £ )> 

n n n n 

d.h. 2% { 2Jä ih y k = ZVic 2 a ki x i* Dies ist aber wegen a i1c =ä ]ci 

i=l Jc=l Jc=l 1=1 

eine richtige Gleichung. 

x ) Allgemeiner kann eine (endliche oder unendliche) Gesamtheit Q von 
w-ären Hermiteschen Matrizen dann und nur mittels derselben unitären Trans- 
formation auf die Diagonalgestalt gebracht werden, wenn die Matrizen von Q 
paarweise vertauschbar sind. — Entsprechendes gilt für unitäre Matrizen. Merk- 
würdige analytische Anwendungen gab davon H. Weyl. Vgl. z. B. H. Weyl, Math» 
Annalen 97 (1927), S. 338 ff.; F. Peter und H. Weyl, ibid. S. 737 ff. 
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Ist X ein s-facher Eigenwert, so haben die zu 2 (S — 21 gehörigen 
homogenen Gleichungen nach § 13 , da % Hermitesch, also gewiß 
normal ist, s(_w) linear-unabhängige Lösungen j-p £ 2 , . . ., r . Man 
zeigt nach dem Schmidtschen Orthogonalisationsverfahren, daß sie 
normiert und orthogonal angenommen werden können. 

Es seien nun X {1 \ X {2 \ . . ., )} v) die verschiedenen Eigenwerte von 
es sei s. die Vielfachheit von }} 3) und es seien x [ J\ . . 

irgendwie gewählte, bei festem / normiert orthogonale, zu X^ gehörige 
Eigen lösungen. — Zwei £, die zu zwei verschiedenen j 9 also zu zwei ver- 
schiedenen X gehören, sind, wie wir soeben gesehen haben, gewiß ortho- 
gonal. Wir haben also s 1 -(- s 2 -f- • • • + s p = n Vektoren £, die normiert 
und paarweise orthogonal sind. Wir wollen sie nunmehr fortlaufend 
numerieren, r^, £ 2 , y , und die zugehörigen, voneinander nicht not- 
wendig verschiedenen Eigenwerte entsprechend mit X v X 2 ,...,X n be- 
zeichnen. Dann ist 

(34) ^h = ^lv hU = d i^ *> k = 1 > 2 > - > n ' 

Setzen wir £ fc = 5 fc9 , . . ., S fcn ), so kann j 4 j fc = dahin gedeutet 
werden, daß die Matrix U = ||w ifc || unitär ist. Nun ist diese, aus den 
Eigenlösungen hergeleitete Matrix dem $1 derart angepaßt, daß 11 21 II" 1 

n 

diagonal ist. Aus (34) folgt nämlich X k u k - = £ ' a jiü kl , also wegen 
U" 1 = U* auch 1=1 

U^U- a = I| jju {J i a jX ü kl || = || i « 4 A fc ^ • || = || 1. 5fc || = |l A fc d ik || . 



§ 17. Hermitesche Komponenten. Die Kopplungsform. 

Wir kehren nunmehr zu beliebigen (nicht notwendig normalen) Ma- 
trizen zurück und beweisen zunächst nach Toeplitz, daß jede Matrix 
5( = ||rt.J| auf genau eine Weise in der Gestalt -f- ]/ — 1 $[ (2) ge- 
schrieben werden kann, wobei 2l (1) und $ (2) von Hermiteschem Typus sind 
(insbesondere ist also die Nullmatrix die einzige Matrix, die mit ]/ — 1 
multipliziert Hermitesch bleibt). Setzt man zunächst = | $ -f~ \ 51 *> 



(2) 



V— 191* — | V— 1«, 



so 



ist « = 8t (D + T- 1« (9 ) S ewiß 



erfüllt, und hat aus ersichtlichen Symmetriegründen, £C (2) aber 



wegen 
21,1) = 



- y- 1 



2 



- y-i 



= 91, 



(2) 
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den Hermiteschen Charakter, § = = §*. Um die Eindeutigkeit 
dieser Zerlegung in Hermitesche Komponenten nachzuweisen, nehmen 
wir an, daß 

(i) si^d + V^sv «(i)-*«. « (a) = «<*> 

und zugleich 

(ii) «=»(!,+ y=T««,, »(i) =»s>. »(«=»«> 

gilt. Wegen (I)_ist 91* = (9t (1) + f^l 9l (2) )* = - V 37 * also 
91* = 9t (1) - V- 1 « (2) • Aus (II) folgt ebenso 9t* = 8 (1) - /- 1 8 (9) . 
Man hat daher 

(in) 3t (i) _ y^i 9t (a) = S8 a) _ yzri 8w , 

während wegen (I), (II) auch 

(IV) 9t (1) + i- T 9t (2) = 8 (1) + y^l 8 (9) 

gilt. Indem (III) mit ± 1 multipliziert zu (IV) addiert wird, ergibt sich 

*(D = »<!>' «<•> = »<*)• w.z.b.w. 

Man überzeugt sich leicht, daß aus 5l5l*=5l*5I stets 5I (l) 5[ (2) = 2I (2) 5l (1) 
folgt und umgekehrt. M. a. W., eine Matrix 51 ist dann und nur dann 
normal, wenn ihre beiden Hermiteschen Komponenten vertauschbar sind. 
Diese Bemerkung scheint für eine Spektraltheorie der unendlichen 
normalen (d. h. mit 51* vertauschbaren) Matrizen 51 von Wichtigkeit zu 
sein. — Hierher gehört auch die folgende Bemerkung von Frobenius : 
Ist 51 eine normale Matrix, die eine Reziproke hat, so ist die Matrix 
51* 5T 1 unitär. 

Es bezeichne E die „komplexe Einheitskugelfläche der Variablen 
x 19 x», x n ", d. i. die Mannigfaltigkeit aller, der Bedingung 

(35) E: 2x t x t = 2\x t r=l 

i=l 1=1 

genügenden, reellen oder komplexen Zahlensysteme (x v x n ), 
oder die Gesamtheit aller normierten Vektoren £. Hierbei ist n, wie 
bisher, eine irgendwie, jedoch ein für allemal gewählte natürliche Zahl. 
Wir ordnen jeder Matrix 51 als „Kopplungsform" die folgende Funktion 
der n Variablen zu: 

(36) *(«) = *(«;s)=*(«;* 1 ,*,.-.-,*J = Ü««*«V 

i=l k=l 

Bewegt sich £ auf E, so beschreibt <P (5(; £) in der komplexen 
0-Ebene eine Punktmenge, die mit W (5l) bezeichnet werden soll. Die 

Wintner, Spektraltheorie. ^ 
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Gesamtheit der Werte, derer 0(51) auf E fähig ist, heißt der Werte- 
vorrat von er wird durch W($I) repräsentiert. Die obere Grenze 
der Beträge der zu dem Wertevorrat von 21 gehörigen Zahlen be- 
zeichnen wir mit M (21) , so daß M (21) die kleinste Zahl bedeutet, für 
welche | <P (21; y) | < M (21) in jedem Punkte von E gilt, oder auch den 
Radius des kleinsten, um den Nullpunkt der 0 -Ebene geschlagenen 
Kreisbereiches, der alle Punkte von W (21) enthält. Übrigens ist die 
obere Grenze zugleich ein Maximum. Denn 0 ist stetig und E (also 
auch VV (21)) abgeschlossen. Doch wollen wir dies nach Möglichkeit nicht 
ausnutzen, damit die Sprechweise auch bei den später zu betrachtenden 
unendlichen Matrizen in Kraft bleibt. 

Unterwirft man einen Punkt j von E einer unitären Transformation U, 
so liegt der Bildpunkt t) = Uf wieder auf E, da wegen Ult* = @ 

n n n n n n 

(37) |*|*-2My < | , -27|2>rt*»l -Z** 

i=l i=l Jc=l i=l h=l 7 = 1 

n n n n n n 

= 2 2***3 2*i% % — 2 2h *$ == 2 *% *k = \t T = 1 

gilt. Und zwar ist jeder Punkt von E ein Bildpunkt t)= U;r, da ja 
^ = U _1 f gilt und da auch U _1 unitär ist. Wegen der eindeutigen 
Umkehrbarkeit entsprechen schließlich verschiedenen Punkten £ ver- 
schiedene Bildpunkte t). Zusammenfassend können wir sagen, daß durch 
eine unitäre Transformation von j die Mannigfaltigkeit E eineindeutig 
in sich übergeführt wird. Übrigens ist die Bedingung |Uf| 2 =|f| 2 
wegen (37) nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend dafür, daß 
II unitär ist. 

Der Übergang von j zu Uf bedeutet für 2t nach § 7 den Über- 
gang von 21 zu U2IU -1 . Da bei dem Übergang die Mannigfaltigkeit E 
eineindeutig in sich übergeht, so ist der Wertevorrat von 21 unitären 
Transformationen gegenüber invariant, also W (21) = W (it 21 U" 1 ) . Frei- 
lich kann (bereits aus Dimensionsgründen) die Kopplungsform (21) 
denselben Wert auch in verschiedenen Punkten von E annehmen. 

§ 18. Der Hausdorffsche Satz über die Konvexität des 
Wertbereiches. 

Toeplitz hat bewiesen, daß die äußere Berandung der Punktmenge W (21) 
der 0-Ebene konvex ist, und er hat vermutet, daß W (21) nicht hohl 
sein kann, daß also W (21) ein konvexer Bereich ist. [Eine abgeschlossene 
und beschränkte ebene Punktmenge heißt bekanntlich ein konvexer 
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Bereich, wenn sie von einer Geraden der Ebene entweder überhaupt 
nicht oder in einem einzigen Punkte getroffen, oder aber entlang eines 
zusammenhängenden Intervalles, das mit dem Bereich auch identisch 
sein kann, geschnitten wird.] Hausdorff hat diese Toeplitzsche Ver- 
mutung auf die folgende Weise bewiesen. 

Man setze 21 = % + f— 1 % 2 , wobei 8I 9 die eindeutig be- 
stimmten Hermiteschen Komponenten von 2t bezeichnen (siehe § 17). 
Dann unterwerfe man % einer unitären Transformation II, die so be- 
schaffen ist, daß U^IjU -1 eine Diagonalmatrix wird. Man hat UStlt -1 
= U% 1 U~ 1 + y^lU^U" 1 , wobei IH^lt" 1 , U^ 2 U _1 nach §15 
Hermitesch sind, also die eindeutig bestimmten Hermiteschen Kom- 
ponenten von U2IU -1 darstellen. Nun haben aber 2t und U^tU" 1 
nach § 17 denselben Wertevorrat. Wir können also annehmen, daß 
die unitäre Transformation, durch welche 2t auf die Hauptachsen 
gedreht wird, bereits ausgeübt ist, d. h. wir können U = (£ voraussetzen. 

Offenbar gilt 

(38) 0 (5t; z) = <P (2t x ; ? ) + f^l <P (%; ? ) . 

Ferner ist der Wertevorrat einer Hermiteschen Matrix, wie leicht einge- 
sehen werden kann, auf der reellen Achse der 0-Ebene gelegen. 
Denn wegen a ik = ä ki ist die Zahl a ik x. x k + a ki x k x. zu sich selbst 

n n 

konjugiert, also ist sie reell, mithin muß offenbar auch 22 a ik x { x k 

reell sein. Und zwar ist der Wertevorrat entweder ein einziger Punkt 

oder ein zusammenhängendes, beiderseits abgeschlossenes, endliches 

n o 

Intervall. Denn er ist ein stetiges Bild der Mannigfaltigkeit 2\ x iY = ^ 

i=l 

(vgl. weiter unten). Setzen wir 

(39) * = 

so ist, da ^ und $t 2 Hermitesch sind, <P 1 die reelle, <£ 2 die imaginäre 
Komponente der Zahl 0. Es bezeichne <t> irgendeine festgewählte, 
im Wertevorrat von 9l 1 gelegene Zahl, d. h. eine Zahl, die die reelle 
Komponente einer im Wertevorrat von 3t gelegenen Zahl ist. Es be- 
zeichne ferner T (OJ diejenige Teilmenge der Mannigfaltigkeit E, auf 
welcher 0 (2^ ; y ) = wird. Es seien 

9 = (Vi> ■ • ->Vn) > h = tfi> ? 2 > • • •> Q 
irgend zwei Punkte von V (OJ . Wir wollen zeigen, daß diese beiden 
Punkte mit einem auf V (0 1 ) verlaufenden, stetigen (komplexen) Kurven- 
zug verbunden werden können, daß also die Mannigfaltigkeit V (OJ 



36 I.Kap. §18. Der Hausdorffsche Satz über die Konvexität des Wertbereiches. 

zusammenhängend ist. Wir können dabei voraussetzen, daß t) =j= g gilt. 
Man setze rj i = \ rj i \e r Pi, ^.= \^.\e^i, so daß cp. den mit ]/— 1 multi- 
plizierten Bogen von rj. darstellt, also, ebenso wie yj. 9 Null oder rein 
imaginär ist. Läuft der reelle Parameter t von 0 bis 1, so werden 
durch die drei stetigen Kurven 

(jy *i a) (0= i = l, 2,... )W ; 

(EJ *,«> (0 = /FWTW^ i = 1, 2, . . «; 
(Ä3) %* ö,, (0 = |fj^ 2, * 

bzw. die drei Punktepaare 

(jy 9 = (»?i» 9.» 9„)> (hil. ■••» |»?.|)J 

(*.) (hil. kl> •••>h„l)> (Kil, KJ); 
(A) (KiMf.|.-»|c.|), -,0 = 8 

gewiß verbunden, da ja x™ (0) = rj., x- x) (l) = | rj i | usf. gilt. Und zwar 
endet K ± in dem Punkte, in dem K 2 anfängt, und K 3 geht von dem 
Endpunkte von K 2 aus, während K ± von t) ausgeht und K 3 in 5 
mündet, so daß durch den stetigen Kurvenzug K x + + üC 8 die 

n 

beiden Punkte t), 5 von E gewiß verbunden werden. Wegen J^l^l" 

n o n * =1 0 

= 2 | C i | " = 1 leuchtet ferner unmittelbar ein, daß J£ \ xP (t) | " = 1 

für alle drei v gilt, so daß K x + K 2 -f- if 3 auf E gelegen ist. Darüber 
hinaus haben wir zu zeigen, daß + ÜT 3 -f- ^3 sogar in der Teil- 
menge T (0 2 ) verläuft. Nun ist 2t 1 nach Voraussetzung eine Diagonal- 
matrix, etwa == |[ 0^(5^ II , also ist ihre Kopplungsform 
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(40) * y) = * (2t,; x x , . . ., *J = 2« t X t *t = 2*t\ * t 

1=1 1=1 

Da die Punkte und 5 nach Voraussetzung auf T liegen, so daß 
0 ; ^) = 0 (31 ; = 0 1 gilt, so folgt daher mit Rücksicht auf die 
Gleichungen der drei Kurven K, daß für alle t 

* («,; s (1) (0) = ii *i (l> (0 1 2 «« = i«* I ^ r = * fc; = 

i=i 1=1 

* fo; r <2) W) = i «, I x& (t) | 9 = t i«, | 9l | 3 + (1 - 0 i« 4 | £, | a 

1=1 1=1 1=1 

= **(2l i; u) + (1 - «)*(«,; ä) = ^1 + (1 - 0*i = 

* («: ; r< 3 ' (0) = J «, I *i 8 > (0 1 3 = i «, I t, 1 3 = *(«,; s) = 
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gilt, so daß die Kopplungsform von % ± längs K ± -f- K 2 -f- K s denselben 
Wert 0j wie in den beiden Endpunkten annimmt und daher K x -f- K 2 -f- K 3 
nicht nur auf E, sondern auch auf r(0 1 ) gelegen ist. Damit ist gezeigt, 
daß die Teilmenge T (0J von E zusammenhängend ist. Sie ist ferner 
abgeschlossen, da die Kopplungsform <P (5^ ; y) stetig und E abge- 
schlossen ist. Endlich ist E, also auch beschränkt. Da die 
Hermitesche Kopplungsform (5I 2 ; y) nur reeller Werte fähig ist, so 
folgt daraus nach bekannten Sätzen (von Bolzano-Weierstraß bzw. Heine- 
Borel), daß sie auf r(0 1 ) ein Maximum und ein Minimum hat und 
alle dazwischen liegenden Werte bereits auf r(0 1 ) annimmt (freilich 
kann das Maximum mit dem Minimum zusammenfallen). Wegen (38), 
(39) besagt dies (siehe S. 35), daß die in der 0- Ebene gelegene Punkt- 
menge W (51) von jeder der imaginären Achse parallelen Geraden 
0 = 0 l entweder überhaupt nicht oder in einem einzigen Punkte ge- 
troffen oder längs eines zusammenhängenden Intervalles geschnitten 
wird. Nun kommt es hier auf die Richtung der Geraden überhaupt 
nicht an. Denn bezeichnet y eine reelle Zahl, so entsteht die Werte- 

vorratspunktmenge W 5l) der Matrix e Y ^~ 1( ä aus der zu 51 ge- 

hörigen Punktmenge W (5l) offenbar durch eine Drehung mit dem 
Winkel y um den Punkt 0 = 0. Damit ist der Hausdorffsche Satz 
bewiesen. 

§ 19. Wertbereich und Spektrum. Die Toeplitzsche 
Polygonregel. 

Durch den Wertevorrat von 51 werden die Eigenwerte von 51 „von 
oben" eingeschränkt. Z. B. ist jeder Eigenwert dem Betrage nach 
<^ M {%), die Beträge der reellen bzw. der imaginären Komponenten 
der Eigenwerte von 51 sind < M (5£j bzw. M (5t 2 ), wenn un d 5l 2 
die Hermiteschen Komponenten von 51 bezeichnen. Genauer läßt sich 
nach Toeplitz folgendes behaupten: deutet man die n Eigenwerte von 
51 ebenfalls in der 0- Ebene, so liegen sie alle in dem Bereiche W (5l) 
des Wertevorrates (möglicherweise auf seinem Rande). Ist nämlich X 
ein Eigenwert, so gibt es einen Vektor £ mit £ £ = 1 (d. h. auf E) 
derart, daß W (S — 5T)£ = o , alsoA£ = 5I £, mithin A££ = ~ 5t £ = 0(5T;£), 
d.h 2 = 0(51; £) gilt, wobei £ auf E, also 0(51; £) und daher auch X 
auf W (5j[) liegt, w. z. b. w. 

Die naheliegende umgekehrte Frage, inwiefern durch die Kon- 
figuration der Eigenwerte diejenige des Wertevorrates eingeschränkt 
wird, hat bei nicht normalen Matrizen keinen Sinn. Man bedenke 
nur, daß eine nicht normale Matrix durch die Eigenwerte nicht bis 
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auf eine unitäre Transformation festgelegt wird, und daß dabei das, 
was in der kanonischen Darstellung unterhalb der Diagonale liegt, 
völlig willkürlich bleibt. Man denke an den Fall, wo sogar alle 
Eigenwerte verschwinden. — Für die normalen Matrizen wird der 
Zusammenhang des Wertevorrates mit den Eigenwerten durch den 
folgenden Toeplitzschen Satz restlos aufgedeckt: Der Wertevorrat 
W (21) einer normalen Matrix ist identisch mit dem kleinsten konvexen 
Bereich T(2t) der 0- Ebene, der alle n Eigenwerte von 2t enthält. — Da 
die Eigenwerte immer in W (2t) liegen und da W (21) konvex ist, so 
liegt freilich T (21) immer in W(2I), doch wird W(2t) bei ganz willkür- 
lichen Matrizen über T(2I) hinausragen, während im normalen Fall, 
wie sogleich bewiesen werden soll, W (21) = T (21) ist. Es ist an- 
schaulich einleuchtend, daß T (21) immer ein konvexes Polygon (evtl. 
ein Intervall oder ein einziger Punkt) ist, dessen sämtliche Eckpunkte 
gewiß Eigenwerte von 21 sind. Man kann T (2t) auf bekannte Weise 
mit einem umschlingenden Faden „konstruieren". 

Es sei 21 normal. Da W (2t) unitär invariant ist, können wir an- 
nehmen, daß 21 bereits auf die Diagonalform gebracht wurde, so daß 
2t = || ^d ih \\, also die Kopplungsform = k x x x x t -f- A 2 x 2 x 2 -f- • • «, d. h. 

<2>($; t)) = J^l x. | 2 ist. Hierbei ist J?|*J 9 = 1. Folglich sind die 

i=l 1 i=l * 

beiden Komponenten der komplexen Zahl 0 (2t; j) die Koordinaten 
des Schwerpunktes einer Gewichtsverteilung in der 0- Ebene: der 
Punkt 0 = X { ist mit dem Gewicht | x. | 3 ^ 0 derart belastet, daß 
das Gesamtgewicht die Einheit beträgt (die X. brauchen nicht ver- 
schieden zu sein). Es leuchtet anschaulich ein und genauer folgt es 
nach bekannten, auf Weierstraß und Minkowski zurückgehenden Be- 
trachtungen 1 ), daß einerseits der Schwerpunkt in T(2t) liegt, und daß 
andererseits, bei passender Verteilung des Gesamtgewichtes Eins auf 
die Punkte X {) jeder Punkt von T(2t) zum Schwerpunkt werden kann 2 ). 
Da der Schwerpunkt durch 0(21; t)) dargestellt wird, so besagt dies, 
daß T(2t)=W(2t) ist, w. z. b. w. 



!) Vgl. insb. C. Caratheodory, Rend. Palermo 32 (1911), S. 195 ff. 

2 ) Diesen zweiten (schwierigeren) Teil dieses Satzes benötigen wir zum Be- 
weise der Toeplitzschen Polygonregel eigentlich nicht. Denn wir wissen von 
vornherein, daß das Spektrum (sogar bei nicht normalen Matrizen) in dem 
Wertbereiche der Kopplungsform liegt (siehe den Anfang dieses Paragraphen). 
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§ 20. Die Bilinearform. 

Es bezeichne F die Mannigfaltigkeit der normierten Vektor enpaare 
£, t), d.i. die Gesamtheit der der Bedingung 

(41) F: ikT=l, i|^r=l 

i=i i=i 

genügenden n + n voneinander unabhängigen reellen oder komplexen 
Zahlen. Man ordne jeder Matrix 21 die folgende Funktion von n + n 
Veränderlichen als „Bilinearform von 21" zu: 

(42) V(«) - W(1L; f, 1)) - 2 2Ja ik x iyk . 

i=l k=l 

Denkt man die Werte W, derer die Bilinearform von % unter der 
Nebenbedingung F fähig ist, in derselben 0- Ebene wie die Kopplungs- 
form und bezeichnet man durch V(2f) das durch die Abbildung 

(43) <P= V(St; E , Jj) 

in die <P-Ebene entworfene Bild von F, so ist in V(2I) gewiß jeder 
Punkt von W(2l) enthalten. Denn die Kopplungsform entsteht aus 
der Bilinearform durch die Kopplung t) = £ , indem 

(44) #(2t;j) = y(«; 5 ,i) 

ist. Enthält V (21) den Punkt <P Q , so ist die ganze um den Nullpunkt 
mit dem Radius | <P Q | geschlagene Kreislinie aus Punkten von V (21) 

gebildet. Um dies einzusehen, genügt es, t) durch e'^' 1 t) zu ersetzen, 
wobei y eine reelle Zahl, also \e y ^\) \ = 1 1) | 2 = 1 ist; in der Tat gilt 
IT (21; £, C t}) = C W(W; £,t)). Da ferner F zusammenhängend und 
abgeschlossen und die Funktion | 1F(8t; £, t)) | ^ 0 stetig ist, so bilden 
der in dem Wertbereiche der Bilinearform liegenden, um den Null- 
punkt geschlagenen Kreislinien ein Kontinuum. M. a. W., es gehören 
zugleich mit den beiden reellen, nicht negativen Zahlen <&V-\ <£< 2) auch 
alle Punkte der Verbindungsstrecke $W < 0 <t ^ (2) der Menge 

V (21) an. Endlich erkennt man leicht, daß es immer n + n der Be- 
dingung 2J\ #.| 2 = 2J\ y. j 2 = 1 Genüge leistende Zahlen ^, y. an- 
getroffen werden können derart, daß 2J2Ja ilc x. y k = 0 ausfällt, so 
daß der Punkt <P = 0 gewiß V (21) angehört. Damit ist gezeigt, daß 

V (21) ein um den Punkt 0 = 0 mit dem Radius P (21) geschlagener 
Kreisbereich ist, wobei P (21) die obere Grenze des Betrages von 
^"(21; 1, tj) unter der Nebenbedingung F bezeichnet, also nur für die 
Nullmatrix 2t = D verschwindet. 
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Da | <P\ < M (21) der kleinste, W(2I) enthaltende Kreis ist (siehe S. 34) 
und da W(2t) in V (2t) liegt, so hat man M(2t) <^ P (2t). Merkwürdiger- 
weise kann man umgekehrt P (21) mittels M (2t) abschätzen. Wir zeigen 
jetzt nämlich nach Hellinger und Toeplitz, daß P (21 ) <^ 2 M (21) ist. 
Es sei zunächst 2t Hermitesch. Es gilt identisch 

#(a;j±J))=ir(«; S ±J>,S±9) 

= 1F(«; £, i) ± s, 5) ± ? , t)) + W(V; tj, 5) 

= 0(21; E ) ± T(2t; j, 5) ± 1T(a; ?, © + *(«; 5), 

mithin 

(45) *(«; S + 5) - 0(21, s - Jj) = 2 E , 5) + 2 *F(2I; S , §) 

= 4 «•»■(«;£, 5), 

wobei 91 ß den Realteil der Zahl # bezeichnet. Wir behaupten, daß 
bei Hermiteschen Matrizen M (2t) = P (2t), oder, was wegen M(2I)^P(2I) 
dasselbe ist, P(2I)^M(2t) gilt. Nun ist aber P (2t) die obere Grenze 
von | W(S&', j, tj) | auf F, oder, was dasselbe ist, die obere Grenze von 
I ^"(21; £> *)) I au f F> °der endlich die obere Grenze des Betrages des 
Realteiles von '^"(2t; £, tji) auf F, da ja die Punktmenge V(2I) ein 
Kreis ist. Unsere Behauptung wird also, mit Rücksicht auf (45), be- 
wiesen sein, wenn wir zeigen, daß auf F 

(46) |*(«;S + »))-*(«;E-l>)l^4M(«) 

gilt. Nun ist aber M (2t) die obere Grenze von | <P (2t; y) | auf E, also 
gilt aus Gründen der Homogenität auch außerhalb E die Ungleichheit 
I ® (21; s) | <^ M (2t) 1 1 1 2 , so daß der Ausdruck linkerhand in (46) gewiß 

^M(2t)[| ? + t ) | 2 + | ? -t ) | 2 ] 

= M(«)[fe + m + © +fe - *)(s - §)] 

= M(H)[ S s + j,5 + E j + j,5], 

und daher auf F, wie behauptet, < 4 M (2t) ausfällt. Für Hermitesche 
Matrizen gilt also M(2I) = P(2I). — Setzt man die Lösbarkeit des 
Hauptachsenproblems als bekannt voraus, so kann die Richtigkeit dieser 
Gleichung ohne Rechnung eingesehen werden, und zwar auch für den 
Fall, wo 2t nicht Hermitesch, sondern nur normal, d. h. mit einer Diago- 
nal-Matrix unitär äquivalent ist. Denn für diagonale 2t ist M (2t) = P (2t) 
trivial, und aus den Schlußbemerkungen von § 17 folgt leicht, daß 
die beiden Zahlen M(2I), P(2t) unitär invariant sine}; 

M (2t) = M (II 2t IT 1 ), P (2t) = P (U 2t U" x ), 
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— Ist nun die Matrix 5t nicht normal, so zerlege man sie in 
ihre beiden Hermiteschen Komponenten, 5t = 5^ + ]/ — 1 5t 3 • Offenbar 
ist P (51) < P (5lJ + P (5t 3 ), also, da 5t A und 5t 3 Hermitesch sind, 
P(ä) < M(5tJ + M(9T 2 ). Nun ist aber t P( < ä 1 ;^) ) wie bereits auf 
S. 35 erwähnt wurde, einfach die reelle Komponente der komplexen 
Zahl <2>(5t;y), folglich ist \0(% ± ; |, also auch M(^) ^ M(5I), 

und ebenso M (5t 3 ) <^ M (51), mithin P (5t) <I M (51) + M (51). Damit ist 
gezeigt, daß für jede Matrix 5t 

(47) 0 <: M (5t) £ P (5t) < 2 M (5t) 

gilt. Mehr läßt sich nicht behaupten. Denn für normale Matrizen 
ist M(5t) = P(5t), während das Toeplitzsche Beispiel 



0 


1 


0 


0 



zeigt, daß P (5t) auch = 2 M (5t) sein kann. 



§ 21. Definite Matrizen. Das Spektrum der beiden 
Normmatrizen. 

Bevor wir weitergehen, wollen wir einiges über die Hermiteschen 
Matrizen zusammenstellen. — Da die Hermiteschen Matrizen nur reelle 
Eigenwerte haben, ist ihr Polygon T(5I) ein zusammenhängendes 
Intervall auf der reellen Achse der -Ebene, das von zwei Eigen- 
werten begrenzt wird, alle Eigenwerte enthält und in dem Falle 
5t = c (S und offenbar auch nur in diesem Falle auf einen Punkt, 
nämlich auf 0 = c , zusammenschrumpft. Da ferner die Hermiteschen 
Matrizen normal sind, so ist T(5I) = W(5I), so daß also der Werte- 
vorrat ein reelles Intervall (eventuell ein reeller Punkt) ist, das alle 
Eigenwerte enthält und durch den größten und den kleinsten Eigen- 
wert begrenzt wird. Bezeichnet also m (5t) den größten, n (5t) den 
kleinsten Eigenwert von 5t (es können beide auch negativ sein), so 
ist m (5t) die obere, n (5t) die untere Grenze des Wertevorrates von 5t; 
d. h. auf E gilt 

(49) n(5t)^<P(5I;j)^m(5I), 

wobei die Schranken durch keine besseren ersetzt werden können, 
und man hat 

(50) P (5t) = M (5t) = max ( | m (5t) |, | n (5t) |), 
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unter max (a, ß) = max (ß, a) die Zahl ß verstanden, wenn ß^.a ist. 
Es sei betont, daß die Zahlen m (5t), n (5l) nur für Hermitesche Matrizen 
51 erklärt sind. 

Wir zeigen nun, daß bei jeder Matrix 51 die (eventuell verschie- 
denen) Normen 51*51, 5(51* nichtnegativ definite Hermitesche Matrizen 
sind. Da auch 51* ein 51 ist, können wir uns auf die vordere Norm 
51* 51 beschränken. Sie ist, wie wir wissen (S. 29), immer Hermitesch. 
Ferner ist ihre Kopplungsform 

<f»(a*a; E ) = i 2x.x k 2ä. iajk 
= 2(2 % *<) ei«,-* **) = i I 2* Jt «il 9 ^ o, 

j=l i=l fc = l j=l i=l 

also ist W (51* 51) auf der nichtnegativen reellen Halbachse der 
0- Ebene gelegen. Da 51*51 normal, also W (51* 51) = T (51* 51) ist, so 
gilt dies auch von den Eigenwerten, die ja den Bereich T (51* 51) als 
den kleinsten, sie enthaltenden konvexen Bereich bestimmen. Mithin 
ist 51* 51 eine nichtnegativ definite Hermitesche Matrix. Positiv definit 
ist die Matrix 51* 51 dann und nur dann, wenn alle ihre Eigenwerte > 0, 
d.h. =)=0 sind, m. a.W. wenn 51*51 nicht entartet ist. Entsprechendes 
gilt von 5151*. 

Ist 51 eine beliebige Matrix, so ist ihre Bilinearform auf F nach 
der Schwarzsehen Ungleichung derart beschaffen, daß 

n n n n n 

|27*«27*<»y*l 2\2*i*y%\ 

i=l k=l i=l i=l k=l 

n n n n n n 

= 2 2 « n y k 2 % yj = 2 2 y k y } 2 «<* « 4j , 

i=l k=l j=l k=l j=l <=1 

also offenbar 

(52) \*fct>*)f 

und daher auch [P (51)] 3 < M (51*51) ist. Nun muß hierbei das Gleich- 
heitszeichen gelten. Um dies zu zeigen, genügt es nachzuweisen, daß 
bei jedem festen ein Punkt £ auf E vorhanden ist derart, daß 

liMil 9 =ikl 9 il^f 

i=l i=l t=l k=l 

gilt. Dies ist aber (aus Gründen der Homogenität) mit der auf S. 10 
erwähnten Umkehrung der Schwarzsehen Ungleichheit äquivalent. — 
Mithin ist 

(53) [P(5l)] 2 = M(5l*51). 
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Wendet man dies auf die Matrix 21* an, so folgt wegen 2t** = 21 

(54) [P(«*)] 9 = M (««*). 

Da P (21) die obere Grenze des Betrages der Bilinearform von 21 auf 
F bezeichnet, so ist offenbar P (2t) = P (21') , aber auch = P (2t), und 
daher auch = P (21*), also nach (53), (54) 

(55) M(2I2I*) = M(2I*2t), 

wie auch die Matrix 21 sein mag. Ist § Hermitesch, so bezeichnet 
m (£) die obere, n (Üp) die untere Grenze von <P(Üp) auf E, während 
M (§) die obere Grenze des absoluten Betrages von <ß(§) unter der- 
selben Nebenbedingung bedeutet. Ist also § eine nichtnegativ definite 
Hermitesche Matrix, so ist 0 < n (§) <^ m (§) = M (§). Setzt man hierin 
§ = 21*21 und sodann § = $1$*, was gestattet ist, da die beiden 
Normen einer jeden Matrix nichtnegativ definite Hermitesche Matrizen 
sind, so folgt wegen (55) 

(56) m(««*) = m(H*a) 

für jede Matrix 21. 

Um eine entsprechende Beziehung auch für die n herzuleiten, be- 
merken wir zuerst, daß für jede Matrix 2t 

(57) det (21 21*) = det (21* 21) = | det 21 1 2 

gilt. In der Tat ist nach dem Multiplikationssatz der Determinanten 
det (21 21*) = (det 2t) (det 21*) und die beiden Faktoren rechterhand sind 
wegen 

(58) det 21 = det 21', det « = (detfl), 21* = 

zueinander konjugiert. Aus (57) folgt, daß alle drei Matrizen 2t, 2t* 2t, 
2t 2t* dann und nur dann entartet (d. h. von verschwindender Deter- 
minante) sind, wenn dies für mindestens eine von ihnen zutrifft. Be- 
trachten wir zunächst den Fall, wo 2t nicht entartet ist. Dann haben 
auch 2t 2t* und 2t* 2t Reziproken. Und zwar sind die nichtnegativ 
definiten Hermiteschen Matrizen 2t 2t*, 2t* 2t sogar positiv definit. 
Denn würde ein Eigenwert verschwinden, so würde die Determinante 
= 0 sein und es wäre keine Reziproke vorhanden. Mithin sind 
(2t 2t*)" 1 und (2t* 2t)" 1 nach § 30 positiv definite Hermitesche Matrizen. 
Die Eigenwerte von (2t 2t*) -1 sind die reziproken Eigenwerte von 
2t 2t*, mithin ist der kleinste Eigenwert von 2t 2t* gleich dem reziproken 



r 
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Werte des größten Eigenwertes von (51 51*) \ also ist 
und ebenso 

Nun ist aber (31* 51)- 1 = 5T 1 51*" 1 = 5T 1 5T 1 * und ebenso (5I51*)" 1 
= 5t~ 1 *5r\ also 

n (51 31*) = 1 , n (51* 31) = , 

wobei die beiden Nenner identisch sind, da (56) für jede Matrix, also 
auch für 51" 1 gilt. Mithin ist 

(59) n(5l5l*) = n(5l*5l). 

Es war bisher vorausgesetzt, daß 51 nicht entartet ist. Ist aber 51 ent- 
artet, so sind es auch die beiden Normen, sie haben also beide 
mindestens einen verschwindenden Eigenwert, und zwar ist die Null der 
kleinste Eigenwert bei den beiden Normen, da ja die Eigenwerte 
dieser nichtnegativ definiten Hermiteschen Matrizen gewiß ^> 0 sind. 
Folglich sind die beiden unter (59) stehenden Zahlen =0, so daß 
(59) auch dann gilt, wenn 51 entartet ist. 

Die beiden Gleichungen (56), (59) sagen es aus, daß die beiden 
Normen einer jeden Matrix denselben größten und auch denselben 
kleinsten Eigenwert haben 1 ). Also haben die beiden Normkopplungs- 
formen <!>(5l5l*; y), <P(5l* 51; y), die immer Hermitesch sind, bei jedem 
% auf E denselben Wertevorrat W (51 51*) = W (51* 5l), der ein Intervall 
oder ein Punkt ist. Bei unitären Matrizen, 51 = II, ist er wegen 
lt U* = U* II = (£ immer der Punkt <P = 1, weil die Punktmege W (®) 
mit diesem einen Punkt identisch ist. 

Zum Schluß wollen wir hier für spätere Zwecke eine Ungleichung 
notieren. — Ist die Hermitesche Matrix 5( nichtnegativ definit, so sind 
ihre Eigenwerte ^> 0, und da sie normal ist, ist ihre Kopplungsform 

i=i &=i 



*) Dies, und auch mehr, wissen wir bereits aus § 14 her. Doch könnten 
wir den sich aus § 14 ergebenden Beweis für (55) und (56) nicht auf unend- 
liche Matrizen übertragen. Denn es wird bei den unendlichen Matrizen gar 
nicht selbstverständlich sein, daß z. B. (56) die größte, in dem Spektrum von 
51 51* oder 51* 51 gelegene Zahl ist. Vgl. §§ 64, 65. 
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(siehe § 17). Setzt man hierin außer x i alle übrigen Variablen = 0 
und % i =\, so bleibt ß i{ ^0. Setzt man außer x. und x k (i + A) 
die übrigen gleich Null, so folgt 

<hi x i ~ % i + a iu x i H + Hi H *i + a M x k*k^ 0 - 
Linkerhand steht die Kopplungsform der binären Hermiteschen Matrix 

H 

da ihr Wertevorrat durchweg ^> 0 ist und da der Wertevorrat alle 
Eigenwerte enthält, so sind die beiden Eigenwerte der binären Matrix 
I> 0, also ist auch die Determinante a.. a kk — a ik a ki , als Produkt der 
beiden Eigenwerte, ^>0. Es gilt daher für jede nichtnegativ definite 
Hermitesche Matrix 1 1 a. 



(60) 



0£a ik a ki = 



die Ungleichheit 

San" 



ii "kk> 



a u >0. 



§ 22. Unitäre Matrizen. Nichtspektrale Grundgebiete. 

Wir wollen hier einiges über die unitären Matrizen zusammen- 
stellen. U ist unitär, wenn U -1 vorhanden und = U* ist. Da mit 
ihrer Reziproken jede (endliche) Matrix vertauschbar ist, so sind die 
unitären Matrizen gewiß normal. Es war bereits erwähnt, daß das 
Produkt von unitären Matrizen wieder unitär ist. Ferner ist auch die 
Reziproke jeder unitären Matrix unitär. Transformiert man daher eine 
unitäre Matrix unitär, so erhält man eine unitäre Matrix. Um also das 
Spektrum zu untersuchen, können wir annehmen, daß U eine Diagonal- 
matrix, = || X.d ik || ist. Dann folgt U _1 = U * = 1 1 X. d • k 1 1 , also 

@ = UU- 1 =|m.(5 i J|, mithin || d. fc || = || |A.| 2 (3. fc ||, d.h. |*J* = 1, 
so daß alle Eigenwerte der unitären Matrizen vom Betrage Eins sind 
(insbesondere ist also | det IX | = 1) . Umgekehrt ist jede normale 
Matrix, deren (nicht notwendig verschiedenen) Eigenwerte alle vom 



A.(5.J| und |AJ = 1 folgt 
und daraus 1111*= (£. 



Betrage Eins sind, gewiß unitär. Aus II = 

nämlich wegen X. = ~- zunächst U* = 
* M 

— Indem man die unitäre Transformation der unitären Matrizen auf die 
Diagonalform etwa nach dem Schur-Schmidtschen Verfahren ausführt, 
wird man zwanglos zu einer von Hurwitz herrührenden Parameter- 
darstellung aller unitären Matrizen geführt, deren Parameter den z. B. 
aus der Mechanik bekannten Eulerschen Winkeln reeller Drehungen 
entsprechen. — Der Wertevorrat W (U) ist nach der Toeplitzschen Regel 
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(§ 19) ein konvexes Polygon mit höchstens n Eckpunkten, die alle auf 
dem Rande des Einheitskreises liegen. Gibt es nur zwei verschiedene 
unter den n Eigenwerten, so tritt an Stelle des Polygons eine Sehne, 
die dann und nur dann auf einen Punkt zusammenschrumpft, wenn 
U = c (S , | c | = 1 ist. — Um auch V (ll) zu beschreiben, beachte man 
nur, daß, wie man sich leicht überzeugt, wieder U = || i$ <i <fc || ange- 
nommen werden kann. Dann folgt wegen 1 1. 1 = 1 

n n n n 

i=l i=l i—1 i=l 

während die Eigenwerte nach §§ 19, 20 gewiß auf F liegen. Mithin 
ist der Kreisbereich V (U) der Einheitskreis. 

Wir haben den Wertevorrat, der zu % gehört, unter der Neben- 

n 

bedingung ^1^1=1 betrachtet und dabei gefunden, daß diese 
i * 

„Kugelbedingung" den spektralen Verhältnissen angepaßt ist. Es sind 
jedoch für andere Zwecke andere Normalgebiete erforderlich, z. B. die 

n 

Zugrundelegung der oktaederartigen Bildung 2j\ x %\ = ^> °^ er 

n i=i 
gemeiner der Bedingung ^\x i \ 6 = \ mit 6 > 0, wovon die „Würfel- 

i=l 

bedingung" \x t \ = \ x 2 \ = • - • = | x n \ = 1 gewissermaßen der Grenzfall ist 
(d— *oo). Die (insbesondere asymptotische) Untersuchung des gegen- 
seitigen Verhältnisses der zugehörigen Wertevorräte von 51 (für große n) ist 
für viele Fragen der Analysis, z. B., wie Bohr gezeigt hat, für die Theorie 
der Dirichletschen Reihen (und erst recht für diejenige der Potenz- 
reihen) von grundlegender Wichtigkeit. Wichtige dahin zielende Re- 
sultate hat Toeplitz angegeben. Etwas anders gerichtet ist eine Unter- 
suchung von M. Riesz, der die Gesamtheit der zu beliebigen O. Hölder- 
schen Exponenten gehörigen Bereiche betrachtet. Einen abstrakt- 
allgemeinen Ansatz über die hier sinngemäß überhaupt in Betracht 
kommenden Bildungen verdankt man E. Helly, der an die Minkowski- 
sche Geometrie und die allgemeinen O. Hölderschen Ungleichheiten 
über konvexe Funktionen anknüpft, zugrunde legt. Abschließende 
Ergebnisse über diese vielversprechenden Probleme, die eine Art 
Funktionalstatistik bezwecken, liegen freilich nicht vor. 

§ 23. Treppenfunktionen. 

Wir gehen nunmehr zu den Hermiteschen Matrizen im besonderen 
über und werden dabei die Hilbertschen analytischen Untersuchungen 
über unendliche Hermitesche Matrizen auf den hier vorliegenden alge- 
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braischen Fall übertragen, um den Überblick bei unendlichen Matrizen 
zu erleichtern und um für die Untersuchung der unendlichen Matrizen 
nur das übrigzulassen, was für die unendlichen Matrizen wirklich 
charakteristisch ist. 

Es seien f(ju) y o(ju) zwei für a<^/u^b erklärte, beschränkte, 
nicht notwendig reellwertige Funktionen und jbt 0 , ju ± , . . ., fty, fi^+i etwa 
voneinander verschiedene Einteilungspunkte, so daß 

a = fi 0 < fi x < • • • < [ix < ju N+1 = b 

gilt. Es sei endlich v q ^x ein beliebiger Punkt des q-ten ab- 
geschlossenen Teilintervalles, also fx q -\ <i ^ /u q . Man bilde die 
Summe 

N+l 

(ei) 5 = [o(p q ) - o0* q - t )]. 

Setzen wir voraus, daß es eine Zahl A von der folgenden Beschaffen- 
heit gibt: zu jedem e > 0 kann ein rj > 0 angetroffen werden derart, 
daß |5 — A\<e wird, sobald nur die Länge ju q — eines jeden 
Teilintervalles < rj ist. Es soll also | 5 — A | < e für fi q — fi q -i < r\ 
gelten, wie auch dabei die Wahl von N, der Einteilungspunkte ^ und 
der Zwischenpunkte v q getroffen sein mag. Es kann offenbar höch- 
stens eine von e unabhängige Zahl A von dieser Beschaffenheit geben. 
Wenn es eine gibt, so sagen wir, der Grenzwert lim S = A sei vor- 
handen. Man bezeichnet diesen von Stieltjes eingeführten Grenzwert 
sinngemäß mit b 

a 

wobei dö(ju) in einem anderen Sinne als bei der gewöhnlichen Inte- 
gration als ein „Differential" aufgefaßt werden soll (vgl. § 49). Die 
Funktion o (ju) kann Sprünge haben und dann ist das Stieltjessche 
Integral eine unstetige Funktion von b. Ist lim 5 vorhanden, so sagen 
wir, die Funktion / sei auf [a, b] in bezug auf die Dichte o integrier- 
bar. Im Spezialfall o (/u) = ja handelt es sich um den Riemannschen 

+ oo b 

Integralbegriff. Entsprechend erklärt man J als lim J usf. Offenbar 

0 &->+<xO 

gilt (bei konstanten c) 



I( c i fi+ c oJ 2 )do = c 1 J ^do^^J f 2 do; 
(62) a a a 

V y b b b 

Jfd(o 1 + o,)=Jfda 1 + Jfda 2J 
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sofern die Integrale rechterhand vorhanden sind, ferner 

b £ b 

(63) Sfdö = ffdo + ffdo, 

aal 

wenn a < £ < b ist und das Integral linkerhand existiert. Da nämlich 
lim S unabhängig von der Art der bei den Näherungssummen 5 be- 
nutzten Einteilungen sein soll, so können wir lim 5 unter ausschließ- 
licher Benutzung von Einteilungen berechnen, bei welchen £ immer ein 
fz q ist. — Addiert man zu o (ju) eine Konstante, so ändert man da- 
durch den Wert des Integrals nicht ab. 

Es seien A (2) , . k [v) endlich viele, der Größe nach geordnete 
verschiedene Zahlen auf der ^-Geraden und es mögen (nicht notwendig 
reelle) Zahlen C Q3 C 19 ..*,C vorhanden sein derart, daß die Funktion 
o(jli) für 

bzw. identisch gleich 

ist. Wir sagen dann, o (ja) sei eine Treppenfunktion. Sie ist für alle 
reellen /u erklärt, kann höchstens p -\- 1 Werte annehmen und erleidet 
im Punkte X {1) einen Sprung, wenn nicht zufällig C 7 -_ i =C ? . gilt. Man 
setze zur Abkürzung A o = o (X -f- 0) — o [X — 0). Wir werden in § 39 

sehen, daß in bezug auf eine Treppenfunktion jede stetige Funktion / 
auf jedem endlichen oder unendlichen Intervall integrabel ist, und zwar 
hat man 

(61a) + ff(ju)dc(t*)= l/(J W ).i« 

-oo j=l * w 

und allgemeiner 

(61b) jffWdoQi)^ 2 fiX®) Ja, 

- oo XW < fx 

wobei letztere Summation so zu verstehen ist, daß man über die- 
jenigen j zu summieren hat, für welche <^ ju gilt. Der Wert des 
Integrals hängt also bei festem o nur von den Werten der Funk- 
tion ab, die zu ju = A (2) , . . ., X {p) gehören (für die übrigen [i braucht 
f(jLi) eigentlich überhaupt nicht erklärt zu sein). Es ist also trivial, 
daß bei festem a, also bei festem p 

+ X +00 

(61c) / lim f m (ji) äo(ß)= lim / f m {p) d a (p) 

— =o w»= + =o m— + oo — oo 
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gilt, wenn die Grenzfunktion vorhanden und stetig ist. Bei den end- 
lichen Matrizen werden wir es nur mit Treppenbelegungen zu tun haben. 
Es handelt sich also um eine integrale, an spätere funktionale Zwecke 
(S. 16 7 ff.) gleich hier angepaßte Schreibweise für Summen mit endlich 
vielen Summanden. 

§ 24. Die Spektralmatrix. 

Es sei 51 eine Hermitesche Matrix mit den nicht notwendig ver- 
schiedenen Eigenwerten X lf A 2 , ... , A n , und U eine dem 51 derart an- 
gepaßte unitäre Matrix, daß II 5t II" 1 diagonal ist, so daß 5t durch II 
in eine „Hauptachsenlage" „gedreht" wird. Man ordne der Matrix 5t 
mittels II und der Eigenwerte l. die n 2 Funktionen 

(64) <*n{/*) — 2"ji"j* 

zu. Die Summation ist in demselben Sinne wie bei (61b) zu verstehen. 
Nur hat man jetzt zu beachten, daß die A. nicht verschieden zu sein 
brauchen, so daß sowohl üj^Uj^ als auch iij {Uj i in die Summation 
auch dann aufzunehmen ist, wenn Xj x = lj % <^ fx gilt (sonst sind die her- 
zuleitenden Formeln bereits für 5t = (£ falsch). Durch (64) wird eine 
Matrix ||cr- fc (^)|| von Treppenfunktionen erklärt, die Spektralmatrix von 
5t heißt. Da die X. nicht der Größe nach numeriert zu sein brauchen 1 ), 
so ist II durch die Forderung, daß II 5t II -1 eine Diagonalmatrix sein 
soll, nicht einmal dann eindeutig bestimmt, wenn alle Eigenwerte ver- 
schieden sind 2 ). Wir werden sehen, daß 5t dennoch nur eine Spektral- 
matrix hat: die Unbestimmtheit für die unter (64) stehenden Funk- 
tionen der u hebt sich weg, wie auch dabei das Paar (i, k) fest 
gewählt sein mag. Bezeichnen, wie früher, X (2 \ X (p) die 

verschiedenen Zahlen unter den n Eigenwerten (l p <| n), so kann (64) 
in der Gestalt 

(65) « tt W=^4a ft ; Ao t1t = a ik (X m + 0) — a ik (X [i) — 0) 

geschrieben werden und unsere Behauptung läuft darauf hinaus, daß 
durch 5t = ||a ifc || nicht nur die A, sondern auch die Matrizen 

(66) ll A 4^>--->ll^ll 

x ) Man kann ein dreiachsiges Ellipsoid auf mehrere Weisen „in eine Haupt- 
achsenlage drehen". 

2 ) Ein Rotationsellipsoid kann man um die Rotationsache beliebig drehen, 
ohne es dabei in eine Lage zu bringen, die keine Hauptachsenlage ist. 
Wintner, Spektraltheorie. 4 
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vollkommen bestimmt sind (von den Matrizen 

( 67 ) II%<%äII> ll«S<«S*lf* — • \\u ni u nh \\ 

wird dies nicht behauptet). 

Es gilt nach Voraussetzung, mindestens bei einer bestimmten Nume- 
rierung der X i (und bei fest gegebener Numerierung der a ik ), die Be- 
ziehung || ^.^ = 1X21 IT 1 , also ^ = VT 1 \\X i d ih \\U, mithin wegen 
U _1 (SU = (S auch 

(i B _ = (u" 1 [ACE — || <5 <fe ||] U)" 1 = IT 1 1| (J - ^) a tt \r U , 

ist, offenbar 



X — X t 



also, da U" l =tt* und || (A - ^ <3 ik || -1 = 

n n 

2% A || = || l'-Bf II • 

Hierfür kann man wegen (61a), (61b), (64), (65), wenn wieder 
(A© — 2l) -1 = || Ä ifc (A) || gesetzt wird, 



(68) 



R 



9=1 



X — fi 



schreiben. Folglich ist J o ik das Residuum von R i1( (X) für X = X^ . 

Da aber 51 nur eine Resolvente hat, so ist damit gezeigt, daß es nur 
eine Spektralmatrix gibt. 

Ist | X | größer als der Betrag des absolut größten Eigenwertes, so 
sind alle R { ^(X) regulär, und zwar auch für X = oo . Wir wissen dies 
übrigens auch von früher her (S. 17). Mit Rücksicht auf die Schluß- 
bemerkung von § 23 können wir daher mit dem Integral (68) so wie 



1 O / 

mit endlichen Summen operieren. Wegen t = und da 

J = f ist, wenn q > | X x | , | X 2 | , . . . , \X n \ gewählt wird, gilt daher 



die für | X | > q konvergente Entwicklung 



(Ae_2i)-i = p. k (A)|| = 



n=0 



x n+l 



+ 00 

oo II J* ff d0 ik (p)\\ 

=2 

w = 0 



Der Vergleich mit der für | X | > q ebenfalls gültigen C. Neumannschen 



I, Kap. § 24. Die Spektralmatrix. 



51 



Entwicklung (S. 19) ergibt, daß 

(69) «" = II JV <*«<i» II; « = 0,1,2,..., 

— QO 

also insbesondere 

4-00 4-oo 

( 70 ) ä n = S<l a M> *i* = ff** a M 

— 00 — 00 

gilt. Mit Rücksicht auf den linearen Charakter der Integration folgt 
aus (69) 

(71) $(®) = \\}®Md°iM\\> 

— 00 

wobei 0 (X) eine ganze rationale Funktion bezeichnet. Doch können 
wir diese Formel unter Beachtung des vorher Gesagten auch für alle 
Potenzreihen in Anspruch nehmen, deren Konvergenzgebiet die n Eigen- 
werte enthält. Mit 0 (X) = e tx folgt so z. B. für die auf S. 19 ein- 
geführte Matrizenexponentielle die Laplace-Fouriersche Darstellung 

(72) ™v(Kt) = \\ + f e»<do ik (ju)\\. 

— QO 

Aus (64) ist ersichtlich, daß a ih (— oo) = 0, o i1e (+ <x>) = d ih ist. 
Für ju < — q ist nämlich die Summation leer, für /u > q gilt aber 

n 

7=1 

und dies ist =d i1( , da U unitär ist. Es gilt ferner aus demselben 
Grund 

; 2 1 » it u Jt i ^ ii i ^ ]/ i i « i4 |» i/Ikj = /i, 

so daß die Summe der Beträge der Sprünge von o ih (ju), also wegen 
o ik (— co) = 0 auch |tf ifc (/i)| selbst, für alle /u gewiß ^1 ist. Die 
Funktionen o..(fA) sind, wegen (64) und da u- i u- i = \u- i ^ ist, ^> 0 
und nicht abnehmend. Die übrigen o ik (ju) brauchen nicht reellwertig 
zu sein. Allerdings ist die Spektralmatrix bei jedem ii offenbar von 
Hermiteschem Typus, o ih (ju) = d ki (ju), wobei wir, wie auch künftig, 
/ (ja) = f (^) setzen. Die Kopplungsform der Spektralmatrix von 21 ist 
in jedem festen Punkte von E eine nicht abnehmende Funktion von /u, 
die für ju < — q verschwindet und für (i> q gleich 1 ist. Es ist 

4* 
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nämlich wegen (64) 

n n 

*(lh»Mlh *i» *t» ••■ > *J=. 



(73) 



i=l fc=l 



kj^fc i=l J k=l J t = l J 



was mit /u nicht abnimmt, für <C — q, oder genauer für ^ < n (21) 
die leere Summe ergibt, also = 0 ist, und für fx > m (51) in 

n n 

2\2ü jiXi \\ 

j=l i=l 

also in die Kopplungsform der Norm einer unitären Matrix übergeht. 
Nun sind aber die Normen der unitären Matrizen = (£, so daß die 
zugehörige Kopplungsform auf E identisch = 1 ist. 

Die Spektralmatrix stellt in einem leicht verständlichen Sinne, der 
hier nicht näher erläutert werden soll, eine Verteilungsmatrix dar, 
welche die Statistik der Eigenwerte von 21 beschreibt. Die erste 
Relation (70) sagt aus, daß die Gesamtwahrscheinlichkeit die Gewißheit 
ist. Wir werden jetzt eine Identität herleiten, welche die Unabhängig- 
keit der Wahrscheinlichkeiten der verschiedenen Spektralgebiete aus- 
spricht und übrigens das elementare Analogon der Hellingerschen 
Spektral theorie enthält (vgl. § 76). 

Das Intervall cc ± <j ju _ a 2 wollen wir mit a bezeichnen. Wir sprechen 
von einem Intervall auch dann, wenn es auf einen Punkt zusammen- 
schrumpft und setzen, in Verallgemeinerung der auf S. 49 eingeführten 
Schreibweise, A o = o (cc 2 -\- 0) — o (a ± — 0), wobei a 2 ^> a 1 ist. Unter dem 

Produkt ab zweier Intervalle verstehen wir den Durchschnitt von a 
und b, d. h. das Intervall, das aus allen gemeinsamen Punkten von a 
und b besteht. Z. B. ist aa = a, und ab ist ein Punkt, wenn a und b 
einen Endpunkt und sonst nichts gemein haben. Ist der Durchschnitt 
die leere Menge, so setzen wir ab = o und Ao = 0. Mit diesen 

o 

Bezeichnungen kann der erwähnte, im nächsten Paragraph zu beweisende 
Unabhängigkeitssatz in der Gestalt 

(74) BfU-llfUHI^II 

geschrieben werden, wobei a, b ein beliebiges Paar von Intervallen be- 

co 

zeichnet. Nun ist die Reihe log (1—2:)= — für | z \ < 1 konvergent (und 

71=1 

übrigens auch für \ z\ =1, wenn z =(= 1 ist, und stellt dabei die Funktion 
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dar). Folglich kann log $1 für jede Matrix erklärt werden, für die 
[P(2t)] a = M(2l2l*) = M(2l* 21) < 1 ausfällt (es ist dabei der Haupt- 
zweig gemeint, für den log (S = 2 77 ]/ — 1 mS = £), m = 0 ausfällt); 
vgl. übrigens (82) weiter unten. — Ist 21 Hermitesch, so gilt 21 21* = 2t 2 . 
Andererseits ist M (2l 2 ) der Betrag des absolut größten Eigenwertes von 
2l 2 , also = [M (51)] 2 , da die Eigenwerte von 2l 2 die Quadrate der Eigen- 
werte von 21 sind. Für Hermitesche 21 geht also unsere Bedingung 
in M (21) < 1 über. Nun ist aber || cr ifc (^) || , also auch || A o ilc || immer 

Hermitesch. Aus a < /? folgt ferner, wie wir gesehen haben, 
M (lh* («) II) £M(\\a ik (ß) und auch M (|| A 0 ||) ^ 1, wobei das 

a 

Gleichheitszeichen wegen (73) nur in einem uninteressanten Grenzfall 
gilt. So können wir von (74) zu 

(75) log || A a ilc || + log || J a n || = log || A a ilc || 

übergehen, da die Funktionalgleichung der Logarithmusfunktion aus 
der Maclaurinreihe gewonnen werden kann, also auch für vertausch- 
bare Matrizenargumente gilt, und (75) ist nur eine andere Gestalt des 
Hellingerschen Unabhängigkeitssatzes. 



§ 25. Fortsetzung. Die Spektralmatrix als 
Verteilungsmatrix. 

Wir gehen nun zum Beweise der Unabhängigkeitsrelationen über. 
Es handelt sich dabei nur um eine Abzählung der Eigenwerte bzw. 
der „richtig normierten" Eigenlösungen, so daß dieser Paragraph über- 
schlagen werden kann. 

Wegen ab = ba sind in (74) die beiden Faktoren linkerhand ver- 
tauschbar, und (74) ist symmetrisch. An Stelle von (74) genügt es, 
die Beziehung 

(76) lk« Willi«« WH = 11^*^)11 lk J »MII = l|o 1 *0*)l|; ^* 

zu beweisen. Wir zeigen vorerst, daß (74) in (76) enthalten ist. Sind 
a i> a 2> ßi>ß<z cn e Endpunkte der Intervalle a; b, wobei a ± < a 2 ; ß ± < ß 2 
vorausgesetzt ist, so gilt wegen A a ilc = a ik (a 2 -\- 0) — a ik (a 1 — 0): 

C") || fcr. J| || A a i1e || = || a. t («, + 0) || || o ilc (ß,+0) \\ 

~ II ««(«1-0) || || ° t1l (P t +0) || - || 0)|| Wojß.-O) || 

+ IM«i-o)|||k»(Ä-o)||, 
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wobei die vier Produkte rechterhand mittels (76) ausgewertet werden 
können. 

Wir betrachten zunächst den Fall, wo sowohl a als auch b ein 
Punkt, als cc ± = ß ± = ß^ ist. Um feste Vorstellungen zu haben, 
soll angenommen werden, daß a vor b liegt, so daß a x < ß x gilt. 
Ist nun mindestens eine der beiden Punkte a, b kein Eigenwert, so 
ist mindestens einer der beiden Faktoren in (74) linkerhand gewiß 
die Nullmatrix, da A o ik = o ik (cc ± -f 0) — o ik (a 1 — 0) gilt und da a ik (/u) 

nur dann einen Sprung erleiden kann, wenn /u ein Eigenwert ist; 
vgl. (64). Aber auch die Matrix (74) rechterhand ist die Nullmatrix, 
da ab entweder die leere Menge oder aber ein Punkt ist, der kein 
Eigenwert ist (je nachdem a =4= b oder a = b gilt). Für diesen Fall 
ist also (74) trivial. — Es seien also a, b Punkte, die beide Eigenwerte 
sind. Wir betrachten dabei zunächst den Fall, wo a und b zusammen- 
fallen, so daß X = cc 1 = a 2 = ß ± = ß 2 gilt und daher (77) wegen (76) 
offenbar in 

II 4 ««II II 4 ««II 

= 0)|p - 2 \\o n (X + 0)|| \\a i1t (X - 0)|| + \\o ik (X - 0)|| 2 

= + 0)|| - 2 ||a ifc (A - 0)|| + \\a. k (X - 0)|| 

= \\<y ik (X+0)\\-\\a. k (X-0)\\ = \\Ao. h \\ 

übergeht. Nun ist aber X = a = b, also A = ab, so daß (74) auch 
für diesen Fall verifiziert ist. Es seien endlich a, b Punkte, die beide 
Eigenwerte sind, aber nicht zusammenfallen: a ± = # 3 < ß ± = ß 2 . Aus 
(77) bleibt wegen (76) 

II ^«11 II ^«11 

— II II — ||cr^(^ — 0) II — II ^. fc (^ 2 + 0) II H- II ^.„(^ — 0)1|, 

also die Nullmatrix. Aber auch IMa-JI ist die Nullmatrix, da die 

"ab tkl] J 

beiden Punkte a, b nicht zusammenfallen, also ab = o ist. Damit ist 
gezeigt, daß (74) aus (76) gewiß folgt, wenn a und b Punkte und 
nicht eigentliche Intervalle sind. Wir haben dabei (76) auch für 
Grenzwertargumente /u ± 0 in Anspruch genommen. Dies war offen- 
bar gestattet, da in Anbetracht dessen, daß die o ik (/u) Treppen- 
funktionen sind, o ik (jll ± 0) = a ik (ju. ± e) gilt, wenn e(> 0) hinreichend 
klein ist. 

Es seien nun a und b beliebig gelegene Intervalle (die auch Punkte 
sein können), A (2 \ . . A^ p) die verschiedenen Eigenwerte von 51, 
es möge ferner von ihnen a die Zahlen A^, ... , und b die Zahlen 
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Ab*, • • • , Ab** enthalten, wobei sowohl N als auch M ^> 0 und ^ft(^Ln) 
ist. Es seien , . . . , A^» die (voneinander verschiedenen) Zahlen, die 
in den beiden Folgen enthalten sind, d. h. die in a b liegenden Eigen- 
werte. Offenbar ist Ao. k die Summe der Sprünge, die zu den in a 

(evtl. am Rande von a) liegenden Eigenwerten gehören. Man hat 
daher 

N M N M 

m II { «„II 11*4.1 - WS J.,,11 \s J, »„II -2 2 II J ,|| 

Nun ist das hinter dem Summenzeichen stehende Produkt die 
Nullmatrix oder || A o ik ||, je nachdem A a j) =|= oder = ist. Denn für 

Punkte ist (74) aus (76) bereits hergeleitet worden. Damit geht (78) 
über in 

llf^iili^,j|=ili A i^li = llJ A VJl- 

d D h=l Aab /i=l Aab 

Dies ist aber wieder = || ^tfj k ||> da die Aab die in ab liegenden ver- 
schiedenen Eigenwerte bedeuten. 

Damit ist gezeigt, daß (74) für alle Fälle gilt, wenn (76) richtig ist. 
Umgekehrt ist (76) in (74) enthalten. Denn die vorigen Verifikationen 
können, wie man leicht ersieht, auch in der umgekehrten Richtung 
gemacht werden. Es genügt dabei, wie wir gesehen haben, an Stelle 
von (74) den Spezialfall von (74) zu beweisen, wo beide Gebilde a, b 
Punkte sind. Ferner ist (74) für den Fall, wo mindestens einer der 
beiden Punkte a, b kein Eigenwert ist, eine Trivialität (siehe S. 54). 
Sind die beiden Punkte a, b Eigenwerte, so geht (74) in 

( 79 ) IM tf<JI IM*** II Hl A 

\ J II ^ (;) ik II II ^ %k II II jCfl^i) *fc II 

über. Für ;+Z ist X (j) + X (l) , also A ü) 2 (Z) = o, mithin die Matrix 
rechterhand gleich || 0 ||, während tt 3) = ist, so daß für (80) auch 

( 80 ) IM^JIIM^fclH^rlM^kll 

V J II i*ll II »MI jl II ik II 

geschrieben werden kann. Wenn wir also (80) beweisen können, so 
wird zugleich (74) und damit auch (76) bewiesen sein. — Setzen 
wir nun die auf S. 50 gefundene Relation 
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wobei die Abkürzung A = A benutzt ist. in die Hilbertsche Funktional- 

3 

gleichung (S. 16) 

oder - (/ - A") i Ä<, (/) 2? rs (X") = 2?, , (/) - R { , (A") 

r=l 

ein, so folgt 

» p p 

V V V 1ÜÜ 
— ' s : —/ : > u 

r=l j=l Z=l A ~ A 



» P *- , 

4 Ork 



= 2V 



also mit A = X* — A" 

(8i) yy^n 1 = y 



und daher offenbar 

(80)' ZjOirjOr^tjl'jOiV 
r=l 3 1 3 

also auch (79). Damit ist alles bewiesen. 

Übrigens kann (74) auch in der scheinbar mehr besagenden Gestalt 

(82) || + ffMd°iM\\ II / g(M)i°M\\ = \\ Yf(t*)g(t*)d°M\\ 

— CO — CO — 00 

einer „Vollständigkeitsrelation" geschrieben werden, wobei f(fx), g(/u) 
zwei willkürliche stetige Funktionen bezeichnen. Das Produkt linker- 
hand ist nämlich gleich 

iii/-(^ ) )^ i JHii^ (i) )4'^ lt ii = iii InWMrlg^fonW 

j=l 3 j=i 3 r =l j=l * 1=1 1 

= i if(^W !) )lli^f<^ll = i Jtf(i a) )g(i m )\\öji4° ik \\ 

3=1 1=1 r=l3 l j=l 1=1 J 3 

= ii i i a^w^öjijanW = \\jtf{t- U) )g{ti S) )4 a iu ii 

j=l 1=1 3 j=l J 

= 11 Tf^gi^doMW- 
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§ 26. Einzelmatrizen und halbunitäre Matrizen. 

Eine Hermitesche Matrix 93, für welche 93 2 = 93 gilt, nennt man 
eine Einzelmatrix. Wegen (76) und (6 4) ist die Spektralmatrix einer jeden 
Hermiteschen Matrix $1 eine (von ju abhängige) Einzelmatrix 93- Die 
Transformationstheorie der Einzelmatrizen enthält darum die Trans- 
formationstheorie aller Hermiteschen Matrizen, indem sich die Matrix $1 
mit ihrer Spektralmatrix kogredient transformiert [und da ||^ fc (^)|| 
mit ||ö <fc (y)|| wegen (76) vertauschbar ist 1 )]. Wir wollen darauf jetzt 
nicht näher eingehen, da sich gegenüber den vorhergehenden nichts 
Neues ergeben würde. Hingegen ist bei unendlichen Matrizen, wie 
wir sehen werden, dieser Weg der allein gangbare. 

Ist 93 2 = 93, so gilt auch 93™ = 93; m > 0, so daß die 
C. Neumannsche Reihe von 93 in 



/n Ii y ® m 93° , 93 yr 1 _ i th b ik 



A(A-l) 



übergeht. Man überzeugt sich leicht, daß die letzte Darstellung von 
R i1e (i) auch dann gilt, wenn die Potenzreihe bereits divergiert. Die 
singulären Stellen, d. h. die Eigenwerte sind daher bei den Einzel- 
matrizen entweder = 0 oder = 1. Eine Zahl, die entweder = 0 
oder = 1 ist, wollen wir mit y. bezeichnen. So können wir sagen, 
daß alle Einzelmatrizen unitär in eine Matrix ||ft<5 <fc || übergeführt 
werden können. Umgekehrt sind alle normalen Matrizen, deren Eigen- 
werte entweder = 0 oder = 1 sind, Einzelmatrizen. Aus 93 2 = 93 
folgt nämlich zunächst, da (U 93 U -1 ) 2 = U 93 2 11" 1 = U 93 U" 1 und 93 
Hermitesch ist, daß zugleich mit 93 auch U 93 U _1 eine Einzelmatrix 
sein muß, so daß es genügt zu zeigen, daß ||%<J <fc || eine Einzelmatrix 
ist. Nun ist aber || y t d ih || 2 = || yl d! k \\ = \\ y t d ih \\ . 

[Es kann also mittels einer unitären Substitution U bei 

jedem 21 auf die Gestalt || y. d ih || = 11 1| a {1i (ju) || IX -1 gebracht werden, 
wobei II in Anbetracht der Vertauschbarkeit von || 0^(^)11 m ^ 
II °iii( v ) II un< ^ m ^ Rücksicht auf die unter x ), S.31, gemachte Bemerkung 
als von ju unabhängig betrachtet werden kann. Es ist jedoch zu be- 
achten, daß y. dennoch eine Funktion von /u ist.] 

Da das Quadrat einer Hermiteschen Matrix gleich ihrer Norm ist 
und da die Normen bei jeder Matrix nichtnegativ definit sind, so ist 
jede Einzelmatrix, als Quadrat von sich selber (also von einer Her- 
miteschen Matrix), gewiß nichtnegativ definit. 

l ) Vgl. die Fußnote auf S.31. 
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Eine (im allgemeinen nicht Hermitesche j Matrix © = ||g ifc || möge 
als eine von rechts halbunitäre Matrix genannt werden, wenn ihre 
hintere Norm ($©* von der Gestalt ||^-<5 ifc || ist = 0 oder = 1). 
Ist ($*©, die vordere Norm, von dieser Gestalt, so daß ($* von rechts 
halbunitär ist, so nennen wir © von links halbunitär. Es gibt Matrizen, 
die von rechts, aber nicht von links halbunitär sind. Die unitären 
Matrizen sind sowohl von rechts als auch von links halbunitär, und 
zwar mit y t = y 2 = • • • = y = 1. Die Matrizen von der Gestalt || y. d i1c \ \ 
sind ebenfalls sowohl von rechts als auch von links halbunitär. Die 
Kopplungsform der hinteren Norm einer von rechts halbunitären 
Matrix © = ||g <fc || ist wegen © ©* = || y i d i1c || offenbar 

n Ä n 

~2n\*i\*&2\*i\*-i> 

i=l i=l 

Mit Rücksicht auf (53) ist daher auch P(©)^1. 

Die von rechts halbunitären Matrizen sind diejenigen, deren hintere 
Norm von der Gestalt ||ft<J^ fc ||j also gewiß eine Einzelmatrix ist. 
Nicht jede Einzelmatrix ist von der Gestalt ||ft<^ fc ||- Wir zeigen nun, 
daß jede Einzelmatrix wohl als die vordere Norm einer passend zu 
wählenden, von rechts halbunitären Matrix dargestellt werden kann. 
Wenn man beachtet, daß jede Einzelmatrix, wenn auch nicht not- 
wendig von der Gestalt ||7^ ifc || ist, aber gewiß in eine solche Matrix 
unitär übergeführt werden kann, so läßt sich der Satz in einigen 
Zeilen beweisen. Doch wäre diese Schlußweise, die den fertigen Satz 
über die unitäre Transformierbarkeit der Hermiteschen Matrizen auf 
die Diagonalgestalt heranzieht, auf unendliche Matrizen aus ver- 
schiedenen Gründen nicht übertragbar. Wir ziehen es daher vor, den 
Satz nach dem Vorgang von Hilbert mittels Jacobischer Transformation 
direkt zu beweisen, um dadurch Wiederholungen bei der Betrachtung 
unendlicher Matrizen zu vermeiden. 

§ 27. Durchführung der Jacobischen Transformation. 

r Es sei $8 eine Einzelmatrix. Wir haben zu beweisen, daß es eine 
von rechts halbunitäre Matrix © gibt derart, daß $8 = gilt. 
Die Matrix $8 ist, wie erwähnt, nichtnegativ definit. Folglich sind 
darin nach der Formel (60) von § 21 alle Diagonalelemente b i{ ^0. 
Sind alle b H = 0, so ist $8 nach der erwähnten Formel die Nullmatrix, 
indem sodann auch die übrigen n 2 — n Elemente verschwinden müssen. 
Diesen Fall können wir jedoch ausschließen, da für diesen Fall unsere 
Behauptung einfach mit © = || 0 1| bewiesen ist. Es möge also mindestens 
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ein b u geben, das > 0 ist. Um die Schreibweise zu vereinfachen, wollen 
wir annehmen, daß dies für i = 1 zutrifft, also b ±1 > 0 ist. Übrigens 
läuft dies nur auf die Vornahme einer (unitären) Permutationstrans- 
formation (§ 12) hinaus, womit gar nichts verändert wird. Die erste 

Zeile von || © || = || g il( \\ legen wir durch g u = bii b u fest. Dann gilt, 

n 

wegen b 1± > 0 und da 23 eine Einzelmatrix, also ^,h 1 -b jl =b 11 und 

i=i 

b u = b i± ist, 

(83) 2^ = 2^ = ^ 

j=l j=l 

Wir setzen 

(84) Wbi% ^ bi ^g ugi ^ bn ^h^ m 

Da ® = \\b. k \\ Hermitesch und b n reell ist, so ist auch ^33 = || (1) & t - fc || 
Hermitesch. Unter Beachtung des Umstandes, daß 33 eine Einzelmatrix 
ist, folgt, daß auch («SB eine Einzelmatrix sein muß. Das (i, k)-te 
Element des Quadrates von Wjg ist nämlich 

j=l J=l 

= i hj h * - ^ i > ti -fei k- h> + bj tt z ^ ^ 

j=i 11 j=i 11 j=i 11 ;=i 

t \k b n b n b ik i b n b ik t, b n b ik __ m h 

= b i^— 1 \r + ^r- bi *~ ^ ~ 

Und zwar ist wegen (84) («6^ = 0. Wenn («SB nicht die Nullmatrix 
ist — auf die gegenteilige Annahme kommen wir später zurück — , 
so gibt es wieder ein i mit Mb u > 0. Und zwar muß i > 1 sein. 
Wir können wieder annehmen, daß bereits ^b 22 > 0 ist. Wir legen 

dann die zweite Zeile von ® durch g 2i = ^b^ fest und setzen 

(85) w &< fc = &«-ifc<&*- 

v—l 

Dann ist wieder < 2 > 33 = || (2) b ik || eine Einzelmatrix, 

(86) ^ft i fo i = l und dabei 2g u g 2i = 0. 
j=i 3 J j=i 
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Die erste dieser beiden Gleichungen beweist sich wie (83), die zweite 
gilt wegen 

n — b 5t» b u 
(87) Igijgsj-Jj — 



da diese Summe mit Rücksicht auf den Einzelcharakter von 23 bis 
auf die beiden festen Nenner gleich 

ist. Es war vorher < 1 )& 11 = 0. Jetzt gilt, wie aus der Definition von 
( 2) b ik unmittelbar abgelesen werden kann, (2) 6 n = (2) & 32 = ^* 
Setzen wir voraus, daß wir die # ersten Zeilen 

( 88 ) fen» •••>£m)> feai'-'-'San)' fe a i'-"»ff a J 
von © derart erklärt haben, daß folgendes gilt: Es ist 

(89) 27&ifitf = für * = 1>2,..., 9 ; * = 1, 2,...,?, 

7 = 1 

und setzt man 
(90) 

r=l 

so ist (ff)© = || {Q) b i1c || eine Einzelmatrix; endlich gilt dabei {q) b vv = 0 für 
v = 1, 2, q. — Wir können dann, wenn MjQ nicht die Nullmatrix 
ist, ebenso zeigen, daß man von q zu q ~\- 1 übergehen kann, wie wir 
vorher von 1 zu 2 übergegangen sind. — Es sind nun zwei Fälle 
möglich. 

Erstens ist es möglich, daß wir auf eine Zahl q < n stoßen 
derart, daß MjQ die Nullmatrix ist. Wir besetzen sodann die n — q 
unteren, bisher nicht erklärten Zeilen von mit lauter Nullen. Dann 
gilt wegen (89) 

n 

( 91 ) Hgijgkj = yAk für * = l,a,...,n; Ä=l, 2,...rc, 

7=1 

wenn ^ = • • • = y fl = 1, = • • • = 7 n = 0 gesetzt wird. Folglich 
ist ® von rechts halbunitär. Ferner gilt, wegen (90) und da to)$8 die 
Nullmatrix ist, 

(»2) liMHii&^JHli&^H. 

v=l v=l 
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da ja g vi = 0 ist für v > q. Es gibt daher eine Darstellung 23 = ®*® 
von der gewünschten Art. 

Zweitens ist es möglich, daß die Matrizen (1) S8, (2) S8, . . ^-D^ß 
erklärt werden können, indem dabei nicht einmal ( n-1 )$B die Null- 
matrix ist. Dann kann auch Mjö erklärt werden, und nach Voraus- 
setzung ist eine Einzelmatrix mit Mb vv = 0 für v = 1, 2, . . n 3 
also eine nichtnegativ definite Hermitesche Matrix mit durchweg ver- 
schwindenden diagonalen Elementen, d. h. nach der Formel (60) von 
§21 die Nullmatrix. Für q=n geht daher (90) unmittelbar in 
23 = ®* ® über. Da nach Voraussetzung (90) gilt und jetzt q = n ist, 
so ist ® von vornherein restlos erklärt und wegen (91) unitär, also 
erst recht von rechts halbunitär. — Damit ist gezeigt, daß jede Einzel- 
matrix als die vordere Norm einer von rechts halbunitären Matrix 
dargestellt werden kann. 

Der Leser hat gewiß bemerkt, daß die vorhin benutzten, nach 
Jacobi benannten Transformationen, die zum Schluß zur „orthogo- 
nalen Kernzerspaltung", nämlich zu der Formel (92) führen, mit dem 
Orthogonalisierungsverfahren, auf das sich die Schursche Transforma- 
tion gründet, im wesentlichen identisch sind. 

§ 28. Die Jacobi-Toeplitzsche Parameterdarstellung 
der definiten Matrizen. 

Ist X eine kanonische Matrix, so ist ihre Determinante das Pro- 
dukt der diagonalen Elemente, also dann und nur dann =|=0, wenn 
keine von diesen verschwindet, d. h. wenn X rekursiv ist (vgl. S. 11). 
In diesem und nur in diesem Falle sind wegen 

det (££*) = det (2* X) = (det X) (det £*) = | det St | a 

die beiden Normen von X nicht entartet, d. h. positiv definit und nicht 
nur nichtnegativ definit. Wir beweisen jetzt umgekehrt, daß jede 
positiv definite Hermitesche Matrix als Norm einer rekursiven Matrix 
dargestellt werden kann. Ob die hintere oder die vordere Norm ge- 
meint ist, ist belanglos. Denn einerseits ist 

(X = X*" 1 ST 1 = S" 1 * ST 1 ; 

andererseits sind X und X" 1 zugleich rekursiv; endlich ist die Rezi- 
proke jeder positiv definiten Hermiteschen Matrix (mit Rücksicht auf 
das Verhalten der Eigenwerte beim Übergang zur reziproken Matrix) 
ebenfalls positiv definit. 
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Die Zerlegbarkeit der positiv deflniten Hermiteschen Matrizen in 
das Produkt zweier Faktoren, die begleitende Matrizen voneinander 
sind und dabei einer der Faktoren kanonisch ist, ist seit Toeplitz für die 
Theorie der unendlichen Matrizen von grundlegender Wichtigkeit. — 
Der Beweis des Satzes kann wieder auf verschiedene, jedoch äquiva- 
lente Weisen geführt werden. Wir wählen den kürzesten Weg, der 
formale Wiederholungen des Vorangehenden scheinbar vermeidet. 

Es sei 51 eine positiv defmite Hermitesche Matrix mit n 2 Ele- 
menten a ik . Ist m irgendeine Zahl < n, und j eine der Zahlen 
1, 2, n, so bezeichne ^L[ m -j\ die Matrix 



(93) % [m;j] = 



U 12 



~J9 



a jm-l 



*1, 



die also nur m Zeilen hat. Die m — 1 ersten Zeilen sind bez. aus 
den m — 1 ersten Zeilen von 5t unter Beibehaltung des Kolonnen- 
zeigers entnommen, während die w-te Zeile auf dieselbe Weise 
aus der /-ten Zeile von 51 entsteht. Es gilt, wegen a ik = ä ki und da 

det (£ = det (£' und auch = (det (£) ist, offenbar 

(det H^) = det <&[ m;j] . 

Setzt man in der Kopplungsform von 51 die n — m letzten Variablen 
gleich Null, so folgt, daß auf E auch die Kopplungsform von 5I[ W;?W ] 
durchweg > 0 ist. Offenbar ist 5T[ w;ot ] Hermitesch und positiv defmit; 
denn wäre es nur nichtnegativ defmit, so würde ein Eigenwert von 
5I [?w;W ], also auch das Minimum von 51 auf E und daher auch ein 
Eigenwert von 51 verschwinden, während 5T positiv defmit ist. Es 
sind also alle Eigenwerte der Hermiteschen Matrix S& [m . m } positiv, 
so daß 

(94) det5W w] >0 

wird, was wegen 51 = 51^ ; W ] auch für m = n gilt; wir setzen 
det 5I[0;0] = 1- Dann gilt die im wesentlichen von Lagrange herrührende 
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deren Verifizierung dem Leser überlassen bleiben möge. Setzt man 
nun 

<"> w*0Btkm • 

so kann (95) unter Beachtung von (94), (96) in der Gestalt 
(97) «« = i*«Ä, 

geschrieben werden, so daß 1 = SJ* gilt. Für m> j ist det %[ m ,j) = 0, 
da % m; j] für ; < m nach Definition (93) zwei gleiche Zeilen hat. Wegen 
(96) gilt daher t ik = 0 für i < k. Endlich ist wegen (94), (96) 
gewiß =f= 0. Mithin ist X rekursiv und 51= JJ* w. z. b. w. 

§ 29. Die Hermiteschen Matrizen von einfachem Spektrum 
und die Fourierschen Matrizen. 

Die Matrix 21 heißt von einfachem Spektrum, wenn alle ihre Eigen- 
werte verschieden sind, so daß mit unseren früheren Bezeichnungen 
A. = JL®, n = p gilt. Wir wollen in den folgenden Paragraphen die 
Hermiteschen Matrizen von einfachem Spektrum des näheren unter- 
suchen. Die Formeln (64), (65), (70) gehen wegen A. = A^ in 

(98) 



n n 
5=1 ? J=l 7 



über, wobei zur Abkürzung A f = Af gesetzt ist. 

Eine Treppenfunktion q (ja), für welche 
(99) Aq = A 1 q> 0, / = 1,2, ^ = 0, /ll 4= A y ; q ( — 00) = 0 

gilt, nennen wir eine zu $1 gehörige Dichtefunktion. Sie ist reell- 
wertig, nicht abnehmend, erleidet an jedem Eigenwert einen Sprung 
und hat keine weiteren Sprungstellen, nimmt also genau n -f- 1 Werte 
an. Zwei Dichtefunktionen, welche zu denselben A., aber evtl. zu ver- 
schiedenen ZI @ gehören, also dieselben Sprungstellen, aber nicht not- 

wendig dieselben Sprünge oder Wertevorräte haben, nennen wir äquivalent. 
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Wir sagen, die n Funktionen ip 1 (/u) y yj 2 (/u), . .., ip n (/u) bilden ein 
zu q (la) gehöriges Orthogonalsystem, wenn 

+ 00 

(100) ftp. (ja) jp k (ii) dg (ja) = d ik ; i, k = 1, 2, . . n 

— CO 

gilt. Wegen ö ik = d ik bilden dann auch die konjugierten Funktionen 
em zu ö(aO gehöriges Orthogonalsystem, da ja das Integral 

gleich 

(101) 2wS 3 )v^)jQ = d ilc 

und A q reell ist. Zwei Funktionensysteme <p i ( / a), V ; i(/ a )> für welche 

9 

die ^Bedingungen \p i (k 3 ) = (p. (Xj) erfüllt sind, haben wir als nicht 
verschieden zu betrachten. 

Wir wollen endlich die Matrix % der n 2 Elemente a ik als eine 
Fouriersche Matrix bezeichnen, wenn die Spektralmatrix eine Darstel- 
lung von der Form 

(102) A o ik m VMVM iQi i,k = l,2, ...,n 

gestattet, wobei q(la) eine passend wählbare Dichtefunktion mit genau 
n Sprungstellen und {v\-(aO} irgendein zugehöriges Orthogonalsystem 
bedeutet. Aus (102) folgt mit Rücksicht auf die dritte Beziehung (98) 

(102) ' a ik = JpVtirivMdQhA). 

— 00 

Wir zeigen zunächst, daß jede Hermitesche Matrix % von ein- 
fachem Spektrum gewiß eine Fouriersche Matrix ist. Es sei nämlich 
£ (la) irgendeine der äquivalenten Belegungsfunktionen, deren Sprung- 
steilen die Eigenwerte von % sind, und man setze 

Im 

r i 

wobei die u dieselbe Bedeutung wie in (64) haben. Da für unsere 
Zwecke die xp. (la) für la =|= A . beliebige Werte annehmen können (vgl. 
S. 48), so können wir damit die xp^/u) als erklärt betrachten; es sei 
xp.(- od) = 0. Wegen (98b), (103) gilt A o ik = xp. (ty xp k (X.) A q. Doch ist 

(103) auch für la =f= h richtig, da für ii =|= L beide Sprünge A q, A o ik 
verschwinden. Endlich bilden die xp. (la) ein zu q (la) gehöriges Ortho- 
gonalsystem, da (101) oder (102) wegen (103), (98b) mit (98 d) iden- 
tisch sind. Mithin ist %, wie behauptet, gewiß eine Fouriersche Matrix. 
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Es wird sich herausstellen, daß umgekehrt jede Fouriersche Matrix, 
die offenbar von Hermiteschem Charakter ist [vgl. (102)'], von einfachem 
Spektrum sein muß. 

Ist [\p i (ju)} ein zu q (ju) gehöriges Orthogonalsystem, so ist die 
Matrix || ]/ J £ || wegen (101) unitär, also von nichtverschwindender 

Determinante. Wegen 

det I vSu) IjQ II = ijQ ijl • • ■ V^det || y>.(X k ) || 

und A q > 0 ist also auch det || ^.(A fc ) II =(= 0 . Mithin kann man zu 

jeder stetigen Funktion f(/u) auf genau eine Weise n Entwicklungs- 
koeffizienten d derart bestimmen, daß 

(104) f(ti=2<>iV>M 

1=1 

für (jl = X v A 3? . . X n , also bei unseren Zwecken für alle ja gilt. Mul- 
tipliziert man (104) mit p k (iu) > so folgt unter Beachtung von (100), daß 
die Entwicklungskoeffizienten die Werte 

c i = Sf(p) Viip) d eM 

— CO 

haben, also sich auf die Fouriersche Weise bestimmen. Ist 

n + » 

g{H)=2 d i Vi (ja); d. = jg(v) Wi M d Q M 

i=l — 30 

eine andere Funktion, so gilt wegen 

n n n n 

2 f (ty g (*,■) 4 q = 2 2 ^ yu (*,) 2 d k v k (ty 4 q 

j=l 1 j=l i=l k=l 1 

n n n n n n 

= 2 2c i d k 2Vi{i ] )v^ 3 )4Q = 2 2CiW ih = 2CA 

i=l fc=l j=l 1 i=llc=l 3=1 

die Vollständigkeitsrelation 

+ oo n + 00 +00 

(105) ff(fi)g (jx) ä Q {ti)= 2 ! f {p) Vi {/*) <*£> (f*)-Jg M Vi G") dQ{ji). 

— oo 1=1 — oo — oo 

Es sei F(ju) eine beliebige stetige Funktion. Man setze 

+ oo +oo 

(106) % = \\SF0i)q> t 0i)vMdQ^)\\, n = \\Sv>Mv k (f*)dQ(f*)\\, 

— oo — oo 

Wintner, Spektraltheorie. 5 
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wobei die cp { (jll) ein von den tp i (fi) eventuell verschiedenes Orthogonal- 
system bilden, aber zur selben Dichtefunktion q (ju) wie die xp i (ju) ge- 
hören sollen. Mit wiederholter Benutzung der Vollständigkeitsrelation 
(105) folgt 

11 S = II 2 J Wi (ß) % (ß) dQ(p)- J Ffa) <p. (fi) <p k (fi) dg (p) \\ 

j=l —x —X 
+ co 

= \\Jf(/*)v><(p) <PM d Q(v)\\> 

— X 

n +oo 4-00 

(U g) U* = II 2 / F{fi) Vi (ji) 0«) dQfr)- fv k (M) <Pj G") W II 

3= l—oo — co 

+ oo 

= 11 S F(jA)Vi(f*)VMdQ(ß)\\, 

— X 

oder ausführlicher geschrieben 

+ 00 +00 

(107) u || Jf Oi) <p { {n) <p k (fi)'d e fr) II u* = || / F(fi) Wi (ß) w k Gu) G") II • 

— X — 00 

Setzt man hierin F(ß) = l, so bleibt UU* = (£, d.h. U ist unitär 1 ). 
Setzt man daher F{jll) = (i y so folgt in Anbetracht der Relationen 
(102 )', (106), (107) unmittelbar, daß zwei Fouriersche Matrizen gewiß 
unitär ineinander übergeführt werden können, wenn ihre Spektralmatrizen 
zur selben Dichtefunktion gehören [vgl. (102)]. Und zwar werden sie 
ineinander durch eine Matrix U transformiert, die wegen (106) aus den 
Fourierschen Entwicklungskoeffizienten des einen Orthogonalsystems in 
bezug auf das andere gebildet wird. 

§ 30. Fortsetzung. Orthogonale Polynome. 

Das zu q (jli) gehörige Orthogonalsystem {q) i (/u)} möge ein Polynom- 
System genannt werden, wenn darin fp i (ji) von der Gestalt ^]C V jll v , 

v = 0 

also eine ganze rationale Funktion höchstens vom Grade i — 1 ist; 



*) Der kundige Leser möge hierzu die Euler-Hurwitzsche Produktzerlegung 
der unitären Matrizen vergleichen (siehe S. 45). Sie versagt bei beliebigen 
unendlichen Matrizen, da es dann bei der Reduktion keinen letzten Schritt gibt 
oder eigentlich bereits darum, da eine unendliche normale Matrix u. U. nicht 
in eine Diagonalmatrix übergeführt werden kann. Hingegen kann die Hellinger- 
sche Formel (107), welche die unitäre Matrix aus infinitesimalen spektralen 
Drehungen (vgl. S. 160 ff.) zusammensetzt, auf unendliche Matrizen wohl über- 
tragen werden. Vgl. insb. S. 187. Die sinngemäße Parameterdarstellung aller 
unendlichen unitären Matrizen findet man in § 101. 



I. Kap. § 30. Fortsetzung. Orthogonale Polynome. (37 



i = l, 2,...,n. Insbesondere ist dann (p 1 (/n) eine Konstante, die 

+ 00 +oo 

wegen f \ %p x | 2 dg = J Tp 1 dg = d lt = 1 und A g ^> 0 nicht ver- 

— oo — oo ' U 

schwinden kann. Allgemeiner ist Ci- X =)= 0, also (p^/Li) ein Polynom 
genau vom Grade i — 1 . Denn nehmen wir an, daß es ein i mit 
Cil t = 0 gibt, und es sei i 0 der kleinste derartige Zeiger. Es ist also 
(Pj(/Li) ein Polynom genau vom Grade / — 1, wenn j < i Q ist. Offen- 
bar kann man daher das Monom ^~ 1 aus den j ersten (p(/Li) homogen- 
linear kombinieren. Man erkennt dies auf eine rekursive Weise, durch 
vollständige Induktion. — Da sich jedes Polynom vom Grade — 1 
aus den / ersten Potenzen, nämlich aus /u 0 , ju 1 , . . aufbaut, so 
kann man allgemeiner jedes Polynom <£> (ju) vom Grade <^ / — 1 in 
der Gestalt J ~ 

(108) ®(ti = 2A v <pM 

3 1 v=l 

darstellen. Dies gilt nach Voraussetzung für / < i 0 , also auch für 
j = i Q — 1. Da cp io nach unserer (zu widerlegenden) Annahme nicht vom 
genauen Grade i 0 — 1, sondern höchstens vom Grade i Q — 2 = / — 1 
ist, so müßte (108) für 0 (/*) = cp io (ju) mit / = i — 1 gelten, also 

+ co io _i +oo 

( 109 ) / <Pi 0 (f*) Vio M d Q (f*) = 2 K I <P V (f*) Vio ip) d Q (f) 

— oo v=l —oo 

sein. Hierbei ist jedes v < i 0 , also =(= V so daß die recnte Seite 
wegen 

+ 00 

(110) S<Pi(f*)9*(f*)dQ0*)=*i* 

— QO 

verschwindet, während die linke Seite wegen (HO) gleich 1 ist. — Mit- 
hin ist jedes (p^/u) genau vom Grade i — 1. 

Folglich gilt (108) für ; = 1,2, Ist j<i<^n, so folgt 

daher aus (108) mit Rücksicht auf (110) 

+ oo 

(111) / $(fi)y i ((.i)d e (!i) = 0. 

— oo 3 1 

Hingegen kann (Hl) für kein Polynom & vom genauen Grade i — 1 
richtig sein. Da dann nämlich % 

<p =C u*- 1 + 0 und C 4= 0 

i-l i-2 

ist, so müßte (111) auch für 0 = /li 1 * 1 richtig sein, da (111) für 

5* 
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5P = Ö> gewiß richtig ist. Also müßte dann (111) für jedes Polynom 0 

vom Grade i — 1, also auch für 0 = cp. richtig sein, während sich 

dabei d { . = 1 4= 0 ergeben muß. Folglich gilt (lll) gewiß für j <,i — 1, 

und es gilt gewiß nicht, wenn 0=0 ist, ohne dabei ein Polynom vom 

i-i i-l 

Grade < i — 1 zu sein. Dies alles gilt freilich auch dann, wenn cp. durch 
q>. ersetzt wird. Setzt man 0 = ju (p k (ja), so folgt daher, daß das Integral 

+ 00 

(112) a ih = J fi cp i (ß) cp h (11) dg (ja) 

— 00 

gewiß verschwindet, wenn die Differenz i — k > 1 oder wenn k — i > 1 
ist, und daß es für i — k = ± 1 gewiß nicht verschwindet. Nun ist 
aber (112) wegen (102), (110) das (i,k)-te Element einer Fourierschen 
Matrix, deren Spektralmatrix zu einem Polynomsystem gehört. Bei 
diesen Fourierschen Matrizen ist also 

(113) a ih =0 für |<-*|>1; a ii+1 = ä i+li + 0; «„|0. 

Es sei q([z) eine Dichtefunktion mit genau n voneinander verschie- 
denen Sprungstellen 1 ±) l 2 , . . l n . Da det || Xl~ x ||, als Vandermonde- 
sche Determinante voneinander verschiedener Zahlen, =)= 0, und auch 
A q = A q =4= 0 ist (da q für ju = X k einen Sprung erleidet), so ist auch 

k 

det II i~A~Q 4" 1 II = j/T£ i~A~ Q . . . fÄTQ det !! ti" 1 II + 0, 
so daß die n Vektoren 

K^(fYe&~ % > 1^Q^~\^^iJ~Q^~ 1 )', * = 0, 1, n-l 

linear unabhängig sind. Nach dem Schmidtschen Verfahren folgt daraus 

die Existenz eines rekursiven Koeffizientensystems C„Li derart, daß, wenn 

i n 

Ui = 2J W-i öv gesetzt wird, = d ik ; i, k = 1, 2, . . ., n gilt; siehe 

v=l 

% 

§ 6. Setzt man daher cp.^t) = Jj cj-i ju" 1 , so gilt 

v = l 

+ 00 n 

/ w 00 Vk M *Q(j*) = I!<Pi (ij) n W 4 e 
— 00 j—i j 

,7 = 1 V=l T = l V = l 7=1 

Es kann also zu jeder Dichtefunktion q(ju) ein Polynomsystem 
cp 1} <p^j (p n angegeben werden, das zu q (ja) als orthogonales 
Polynomsystem gehört. 
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§ 31. Fortsetzung. Jacobische Matrizen. 

Eine Matrix welche den Bedingungen (113) genügt, nennt man 
eine Jacobische Matrix. Wir haben gesehen, daß jede Fouriersche 
Matrix, die zu einem orthogonalen Polynomsystem gehört, gewiß eine 
Jacobische Matrix ist. Wir werden jetzt nach E. Heine beweisen, daß 
umgekehrt jede Jacobische Matrix eine Fouriersche Matrix ist, deren 
Spektralmatrix sich aus einem orthogonalen Polynomsystem ableitet, 
und daß jede Jacobische Matrix von einfachem Spektrum (und offenbar 
von Hermiteschem Typus) ist. 

Bevor wir zum Beweis übergehen, wollen wir einige Folgerungen 
erwähnen. Es sei vorgelegt irgendeine Fouriersche Matrix S&. Es sei 
q (ju) irgendeine der äquivalenten Dichtefunktionen, die zu 21 gehören. 
Wir können sodann, wie wir vorhin bewiesen haben, ein orthogonales 
Polynomsystem bestimmen, das zu diesem q (ju) gehört. Es bezeichne 
33 die Fouriersche Matrix, deren Spektralmatrix durch diese Polynome 
und durch g(^) bestimmt wird. 51 und 33 sind Fouriersche Matrizen, 
die dieselbe Dichtefunktion zulassen; sie sind daher, mit Rücksicht auf 
das bei (107) Gesagte, unitär äquivalent. Nun ist aber 33 eine Jacobische 
Matrix, also von einfachem Spektrum. Mithin ist auch 21 von ein- 
fachem Spektrum, so daß der Satz, wonach die Hermiteschen Matrizen 
von einfachem Spektrum Fouriersche Matrizen sind, umgekehrt werden 
kann, wie bereits auf S. 65 angegeben worden ist. 

Zwei Fouriersche Matrizen sind dann und nur dann unitär äqui- 
valent, wenn sie Dichtefunktionen zulassen, die in dem auf S. 63 
erklärten Sinne äquivalent sind. Letzteres ist nämlich die notwendige 
und hinreichende Bedingung für die Übereinstimmung der Spektra. 
Für die unitäre Äquivalenz ist also nicht notwendig, daß beide 
Dichtefunktionen identisch sind. Dies folgt bereits daraus, daß die 
„Hellingersche Zerlegung" (vgl. weiter unten) von || o ik (ju) || in einen von 
q [ju) und in einen von dem Orthogonalsystem abhängigen Bestandteil 
vermöge (102) nicht eindeutig bestimmt ist, indem wir Q(ju) auf S. 64 
innerhalb der äquivalenten Klasse willkürlich wählen konnten. 

Die Kopplungsform der Sprungmatrix der Spektralmatrix einer 
Fourierschen Matrix läßt wegen (102) eine Darstellung von der Gestalt 

n n n 
i=l k=l t* i=l V- 

zu, während die Kopplungsform der Fourierschen Matrix wegen (98), 
(101), (102) gleich 

n n +°° n 

2 2a ik x iXh = J fi\2!y> t (fi)x t \ Aq{(j) 

i=l k=l -an i=l 
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ist (und sie ist dann und nur dann negativer Werte fähig ist, wenn die 
nicht abnehmende Funktion q mindestens eine negative Sprungstelle hat). 
Wir werden später sehen, wie diese Formeln von Hilbert und Hellinger 
auf Streckenspektra übertragen worden sind. 

§ 32. Fortsetzung. Die Heineschen Formeln. 

Wir gehen nun zu dem Beweis für die Behauptungen von § 31 
über. Wegen (113) ist eine Diagonalmatrix gewiß keine Jacobische 
Matrix. Im binären Falle n = 2 ist die Matrix dann und nur dann 
eine Jacobische, wenn sie die Gestalt 



+ 0, 



*92 <^ 



0 



hat. Im Falle n — 1 können wir der Einheitlichkeit halber etwa jede reelle 
„Matrix" als eine Jacobische gelten lassen. Doch wollen wir von jetzt 
an n > 1 voraussetzen. Setzen wir der Bequemlichkeit halber a u = a v 



a. 



von der Struktur 



b. , so sind die Jacobischen Matrizen nach der Definition (113) 



(114) sa = 



i 



—b 



— b„ 



— K 



—b„ 



wobei außerhalb der Diagonale und den beiden sie flankierenden 
Strahlen alle Elemente verschwinden. Die zu X © — SU gehörigen homo- 
genen Gleichungen sind daher 

{X — a 1 )x 1 +b ± x 2 = 0, 

K x i + 0* — « 2 ) x 2 + b 2 x 3 =0, 
(115) b 2 x 2 + (X - a 3 ) ^3 + ^ 4 = 0, 



Diese Gleichungen können bei jedem X aufgelöst werden, nötigenfalls 
— wenn X kein Eigenwert ist — durch x x = . . . = x n = 0. Es sei 
x i = x i eme Lösung. Nach der ersten Gleichung und wegen b ± =|= 0 
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ist ^° = ^°^(1), wobei %%{X) ein Polynom vom genauen Grade 1 ist. 
Setzt man dies in die zweite Gleichung ein, so folgt wegen b, 2 =f= 0, 
daß #g = y s (X) gilt, wobei y 3 (X) ein Polynom vom genauen Grade 2 
bezeichnet. So kann man weitergehen. Aus der (n — l)-ten (nicht 
angeschriebenen) Gleichung folgt x£ = x® y n (X). Die w-te Gleichung 
nimmt daher eine Sonderstellung ein, sie wird durch das Wertepaar 
x n-i> x n entwe der erfüllt oder nicht erfüllt. Sie wird aber jetzt gewiß 
erfüllt sein, da wir ja angenommen haben, daß die x? eine Lösung 
des ganzen Systems bilden. — Setzen wir noch y x (A) = 1, so gilt 
x9 = x"y vi (X)', i = 1, 2 S n, wobei y ui (X) ein nur von % abhängiges 
Polynom genau vom Grade i — 1 bezeichnet. — Es sei nun A. ein Eigen- 
wert, so daß (115) eine Eigenlösung zuläßt. Aus Gründen der Homo- 
genität kann dabei x® willkürlich gewählt werden. Dadurch sind aber 
die übrigen eindeutig festgelegt zu #P — x® y. (Ä.) . Es gibt also für 
X = X- nur eine Schar von Eigenlösungen, die Anzahl der linear un- 
abhängigen Eigenlösungen ist = 1. Da % Hermitesch ist, so folgt daraus 
nach § 13, daß X- eine einfache Nullstelle der Säkulargleichung sein 
muß. Da h ein beliebiger Eigenwert von ist, so sind also alle 
Eigenwerte einfach. Damit ist gezeigt, daß die Jacobischen Matrizen 
von einfachem Spektrum sind. 

Da der Vektor 

£fc = ( u ki> ^*n)i ü ki — x\ k %i(X k ), x\ k 

eine normierte Eigenlösung der zu X k (£ — % gehörigen Gleichungen 
ist und da alle Eigenwerte einfach sind, so ist die Matrix 

Zhßi) 1 

1 v=i I 

nach § 16 unitär und derart, daß U % II -1 eine Diagonalmatrix ist. 
Die Spektralmatrix von 21 ist daher, wie wir in § 24 gesehen haben, 

a ik(ß) = 2 ü j{ u jk ; i, k = 1, 2, ., n, 

wofür, da alle Eigenwerte einfach sind, auch A o ik = u. { u- k geschrieben 
werden kann, so daß 

h ik s um* 



1 

r v=1 
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ist. Da die (nicht abnehmende) Funktion 

Q (ß) = 2 -v— 1 : 

Ai<M v 2\zv(lj)\* 

für /ll = X. den Sprung ~ erleidet, so gilt daher 

(io2)' 4°i*=%M%M4e 

für /u = A. gewiß; / = 1, 2,..., w. Für ^ =j= X. sind aber beide Funk- 
tionen o ilt (/Li), q (jbt) stetig, also ist dann Ao ili = AQ = 0 ) so daß (102/ 
für alle /u gilt. Damit ist gezeigt, daß jede Jacobische Matrix eine 
Fouriersche Matrix ist, deren Spektralmatrix eine Darstellung mit 
orthogonalen Polynomen gestattet. Die Theorie der Hermiteschen 
Matrizen von einfachem Spektrum ist damit, wie wir in § 31 gesehen 
haben, zu einem Abschluß gebracht. Wir haben dabei eine sich auf 
unendliche Matrizen beziehende Untersuchung von Hellinger und 
Toeplitz (vgl. S. 188 ff.) sinngemäß auf endliche Matrizen umgeschrieben. 

§ 33. Fortsetzung. Der assoziierte Kettenbruch 
und das Momentenproblem. 

Die Jacobischen Matrizen hängen mit gewissen Kettenbrüchen aufs 
engste zusammen. Es sei X eine Zahl, die außerhalb des Spektrums 
der Jacobischen Matrix liegt, so daß die zu X (£ — 21 gehörigen 
inhomogenen Gleichungen 

(116) (X — a t ) x 1 + b 1 x 2 = l, 

K x i + — *a) x 2 + K X 2 = °> 

\ * 2 + — a s) x s+h x t = °> 



b n-l X n-l+tt-"n) X n =® 

gelöst werden können. Die Resolvente ||i^. fc (A)|| von % liefert 

n 

x. = R ik (X) c k mit Cj = 1; c k = 0, k > 1, so daß insbesondere 

+ 00 +30 

(117) x x = R lt (X) = J d -^f = J XiMM^RM 

— QO — qo 

gilt. Hierbei ist g (jj) nicht abnehmend und Xiif 4 ) eme von Null ver * 
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schiedene Konstante, etwa C, also % x (ja) % t (fi) = | C | 3 > 0 . Wenn wir 
daher der Bequemlichkeit halber von q (ja) zu der äquivalenten Dichte 

übergehen, so bleibt 
(118) Xi= R ll{ X) = ) d ^=2J^h, m,= JV* C (rt. 

-00 »=° 

wobei die Potenzreihe nur bis zum absolut größten Eigenwerte kon- 
vergiert, da „ 

(H9) ^)=2rb/ i e>0 

gilt. — Andererseits können die Gleichungen (116) in der Gestalt 



(120) 



, x * x l i 1*1 

x 1 x 2 



x n-l 



*n-2 * * X n x ?i-l 



x n-l 



geschrieben werden, sofern wir von den auch sonst höchstens endlich 
vielen X- Werten, bei welchen ein Nenner verschwindet, der Kürze 
halber von vornherein absehen. Aus dem Euklidischen Algorithmus (120) 

folgt sodann durch sukzessives Einsetzen der Quotienten die 

Kettenbruchentwicklung 

— m c 

16. 



(121) x x = ^— ; m 0 = l, 



a L — X — - 



a 9 — X — 



IM 2 



— i 



a n — X 

die also die rationale Funktion (118), (119) darstellt, da (116) nur eine 
Lösung hat. 

Es sei noch ohne Beweis folgendes erwähnt. Damit die unend- 
liche Zahlenfolge m 0 , m 1} .. . die Eigenschaft hat, daß eine (und dann 

auch nur eine) nicht abnehmende Treppenfunktion q(/ll) mit genau 

+°° 

n Sprungstellen vorhanden ist derart, daß m v = J f/dg(^) ausfällt 

—oo 

für v = 0, 1, ... (Momentenproblem), ist nicht nur hinreichend, 
sondern auch notwendig die Existenz einer Jacobischen Matrix, für welche 
die Relationen (117), (118) bestehen. 



Zweites Kapitel. 

Analytische Hilfsmittel. 

§ 34. Funktionen von beschränkter Schwankung. 

Die auf dem endlichen abgeschlossenen Intervall \a } b] erklärte, 
nicht notwendig reell wertige Funktion o(ju) heißt daselbst von be- 
schränkter Schwankung, wenn die Summen 

N 

(122) 2\o(£ v+1 )-o(£ v )\, wobei a = £ Ä < • • • < < • • • < £ N+1 = b 

ist, unterhalb einer festen Schranke bleiben. Die kleinste Schranke, 
d. h. die obere Grenze, wird aus ersichtlichen Gründen (vgl. S. 47) 

b 

mit § \do (ju)\ bezeichnet; sie nimmt nicht ab, wenn b wächst oder a 
a 

abnimmt. Ist also o(/u) auf [ — oo, + oo] erklärt, so wächst die zu 

b 

[a,b] gehörige „Totalschwankung" §\do(/j)\ für a — ► — oo, b— + +oo 

a 

entweder über alle Grenzen, oder sie strebt einer Zahl zu, die mit 

+ oo 

f 1^0(^)1 bezeichnet und Totalschwankung von o auf [ — oo, +oo] 

— oo 

genannt wird; in dem letzteren Falle heißt o von beschränkter Schwankung 
auf [ — oo, +oo]. — Ist die Funktion nicht reellwertig, so kann man 
sie auf genau eine Weise in eine reelle und in eine imaginäre Kom- 
ponente zerlegen, 

(123) a( / «) = ^( ( u) + y^iy( / x). 

Man überzeugt sich leicht, daß o dann und nur dann von beschränkter 
Schwankung ist, wenn % und y es sind. So können wir meist 
ohne Einschränkung der Allgemeinheit annehmen, daß o reellwertig 
ist. — Ist o(ju) reellwertig und nicht abnehmend 1 ), so ist die Summe 

x ) Die Funktion o (/e) nennen wir nicht abnehmend, wenn sie monoton nicht 
abnimmt, so daß aus p, < v stets o (ju) < o (y) folgt. 
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(122) bei jeder Einteilung gleich o(b) — o{a), so daß alsdann die 
Funktion auf [ — oo, +oo] dann und nur dann von beschränkter 
Schwankung ist, wenn sie beschränkt ist; und zwar sind dann die 
Grenzwerte a(+oo), a( — oo) vorhanden und ihre Differenz ist die 
Totalschwankung. 

Es sei o(ju) reellwertig, von beschränkter Schwankung, jedoch nicht 
notwendig nicht abnehmend. Es gilt 

(124) o(j*) = <p(jA) — y>(jj); (p{fx) = J \do(v)\, rp(jx)= j \do(v) \ —o(ja). 

— oo — oo 

Man überzeugt sich leicht, daß mit ju nicht nur qp(ju), sondern auch 
ip (ju) nicht abnimmt 1 ). Da g(ju) und cp (ju) von beschränkter Schwankung 
sind, so ist es auch ip(ju). Wir haben damit den C. Jordanschen Satz, 
wonach die Bedingung, daß die reellwertige Funktion o von be- 
schränkter Schwankung ist, nicht nur notwendig, sondern auch hin- 
reichend ist dafür, daß o als Differenz zweier nicht abnehmenden und 
beschränkten Funktionen dargestellt werden kann. Dies gilt, auch 
wenn das Intervall endlich ist. — Nach Lebesgue gibt es reellwertige 
und stetige Funktionen von beschränkter Schwankung, die auf keinem 
Teilintervall monoton sind (trotzdem sie nach Jordan als Summe 
zweier monotonen Funktionen dargestellt werden können). — Es gibt 
stetige Funktionen, die nicht von beschränkter Schwankung sind. 
Z. B. ist die auf [0, 1] stetige Funktion 

o&(jji)= sin — > 0<ju<^1, o d (0) = 0; (5 >0 
dort dann und nur dann von beschränkter Schwankung, wenn die 
Reihe ^v~ 8 konvergiert, und die Weierstraßsche nirgends differentiier- 

v = l 

bare Funktion ist auf keinem Teilintervall von beschränkter Schwan- 
kung. — Da die Grenzwerte lim o (ju ± e) = o (ju ± 0) bei jeder mono- 

£->+0 

tonen Funktion gewiß vorhanden sind, so sind sie bei jeder Funktion 
von beschränkter Schwankung vorhanden. Das gleiche gilt für die Grenz- 
werte o (-|-oo), o ( — oo). — Eine Funktion von beschränkter Schwankung 
kann höchstens abzählbar unendlich viele Unstetigkeitsstellen haben. 
Denn ist die Funktion nicht abnehmend und von beschränkter Schwan- 
kung, so gibt es nur endlich viele Sprungstellen, an welchen der 
Sprung größer als eine feste Zahl, etwa > m -1 ist, weil sonst die 
Funktion nicht beschränkt sein könnte; setzt man aber m = 1, 2, . . ., 



x ) Vgl. z. B. W. Blaschke, Kreis und Kugel, Leipzig, Verlag von Veit & Comp., 
1916, S. 26ff. 



76 II- Kap. § 35. Reine Sprungfunktionen. Wesentliche Konvergenz. 



so durchläuft man alle Sprungstellen. Der Satz gilt also auch für jede 
Funktion von beschränkter Schwankung, die ja als Differenz zweier 
monotonen Funktionen dargestellt werden kann. — Offenbar muß die 
Summe der Sprünge bei jeder Funktion von beschränkter Schwankung 
absolut konvergieren. 

§ 35. Reine Sprungfunktionen. Wesentliche Konvergenz. 

Sind fi X9 fLi^, ... die (eventuellen) Sprungstellen von o(ju), so ist die 
Totalschwankung der Funktion 

(125) o(ju)= £ Ao; Ao = a( ft . + 0) - o(ju. - 0) 

p/</c 3 j J 

offenbar I A o I , also endlich. Es läßt sich ohne Mühe zeigen, daß die 
L j 

Funktion a (ju) für ja =(= stetig ist und für ja = den Sprung A o 

derart erleidet, und daß ö (jUj -\- 0) = o (jll!) ausfällt, d. h. o ist auch an 
den Unstetigkeitsstellen von rechts stetig. Setzt man o(ju) = o (jli) — o (ju), 
also 

(126) o(f*)=5(ju) + SCu), 

so ist a(ju) an den Stetigkeitsstellen von o(ju) gewiß stetig; es ist 
ferner 

= ö(^ + 0)-a(^.-0)-[5(^. + 0)-ä(^.-0)] = Ao-A o = 0. 

Ist nun o(/li) durchweg von rechts stetig (was z. B. für die Zwecke 
der Stieltjesschen Integration, wie wir sehen werden, keine Ein- 
schränkung der Allgemeinheit bedeutet), so ist 

5 0; + 0) - a (fij) 
= o faj + 0) - o (/..) - [o ( h + 0) - 3 (fi 3 ) ] = - [5 Gu, + 0) - a (//•)] = 0, 

da die Sprungfunktion a von rechts für alle Fälle stetig ist. Mithin 
ist o(/u) überall stetig. Wegen (126) kann also jede von rechts stetige 
Funktion von beschränkter Schwankung in eine durchweg stetige 
Funktion von beschränkter Schwankung und in eine „reine Sprung- 
funktion" (125), die ebenfalls von beschränkter Schwankung ist, additiv 
zerlegt werden. Lebesgue und Carath^odory haben die Analyse von o 
noch weiter verfolgt, indem sie aus dem stetigen Bestandteil d einen 
nicht „totalstetigen" Bestandteil abgespaltet haben. Wir werden darauf 
in § 50 noch zurückzukommen haben. — Aus (125) geht hervor, daß 
es Funktionen von beschränkter Schwankung gibt, deren Sprungstellen 
überall dicht liegen. Man wähle nämlich für /u 1? /ä %> ... die Folge der 
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rationalen Zahlen und setze Ao = j~ 2 . Da aus (125) 

j 

(127) /WC")I=^N°I 

— co 3 0 

folgt, so ist a(ju) von beschränkter Schwankung. — Da die Sprung- 
stellen fjLj sogar überall dicht liegen können, so kann man sie im all- 
gemeinen nicht der Größe nach ordnen. 

Eine Punktmenge der ju- Gerade heißt eine Nullmenge, wenn es 
zu jedem e > 0 eine Folge von Intervallen mit der Gesamtlänge e 
gibt derart, daß jeder Punkt der Pun&menge in mindestens einem 
der Intervalle liegt (die auch übereinandergreifen dürfen). Z. B. ist jede 
(auch überall dichte) abzählbare Menge eine Nullmenge; man wähle 
nur das j-te Intervall derart, daß es den Punkt p. enthält und von 

der Länge — ^— ist. Da ein Intervall keine Nullmenge ist, so ist es 

nicht abzählbar, und das Komplement einer abzählbaren Menge (in 
bezug auf ein Intervall) ist überall dicht. Die Stetigkeitsstellen einer 
Funktion von beschränkter Schwankung liegen also überall dicht und 
„überwiegen" gegenüber den eventuell ebenfalls überall dicht liegenden 
Unstetigkeitsstellen. — Zwei Funktionen von beschränkter Schwankung, 
die auf irgendeiner überall dichten Punktmenge übereinstimmen, müssen 
an allen ihren Stetigkeitsstellen übereinstimmen. Denn zunächst sind 
die Grenzwerte o 1 (ju ± 0), a 2 (/n ± 0) überall vorhanden. Sie können 
ferner durch o v (ju ± 0) = lim o v ( t u ± e); v = 1, 2 erklärt werden, wo- 

bei für e nur solche Werte zugelassen werden, daß /u ± e in der frag- 
lichen überall dichten Punktmenge liegt. Dann ist aber nach Voraus- 
setzung o ± (ja ± e) = a 2 {ja ± e). Folglich gilt o 1 {/u ± 0) = a 2 (ju ± 0) für 
alle /u. Ist daher /u insbesondere eine gemeinsame Stetigkeitsstelle, 
o v {/Li ±0) = o v (ju); v = l,2, so ist, wie behauptet, o 1 (ju) = o 2 {ja). Wir 
wollen sagen, die beiden Funktionen o 13 a 2 von beschränkter Schwankung 
seien im wesentlichen identisch und hierfür o x (/x) [=] a 2 (ii) schreiben, 
wenn o x = a 2 (ju) an allen Stetigkeitsstellen, oder, was nach dem 
vorhergehenden dasselbe ist, auf einer überall dichten Punktmenge 
gilt. Hierfür ist offenbar notwendig und hinreichend, daß o 1 (ii -f- 0) 
= °2 (ß H~ 0) oder o x (ju — 0) = a 2 {[a — 0) oder beides für alle jli 
gilt. — Wir wollen sagen, die Funktionenfolge g (1 ) {/a) 3 a< 2) (ja), . . . sei 
im wesentlichen konvergent , wenn es eine Funktion von beschränkter 
Schwankung, o([a), gibt derart, daß a (w) (ja)— > o (ju), n—*--\-cc an allen 
Stetigkeitsstellen von o(ju) gilt; wir schreiben hierfür a (7l) (//) [— ►] o (ja). 
Gilt auch oW (ja) [->] o* (ju) } so ist o (ji) [ =) o* (jli) . 
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Wir wollen den folgenden Satz von Helly beweisen: Ist o ± (/u), o 2 (/u) 3 ... 
eine Folge von gleichmäßig beschränkten, nicht abnehmenden Funktionen, 

(128) |a n (/*)|<M = konst; a n {ji) £ o n (ju + e), e > 0; n=l,2,..., 

so enthält die Folge {n) der natürlichen Zahlen eine Teilfolge {h n } 
derart, daß es eine Funktion a (ju) von beschränkter Schwankung gibt, 
gegen welche die Auswahlfolge o hi (ju), o h% (fji) 3 . . . im wesentlichen 
konvergiert : o hn [—*] o . 

§ 36. Der Hellysche Fortpflanzungssatz. 

Wir beweisen zuerst den folgenden, eine Art Konvergenzfortpflanzung 
aussagenden 

Hilfssatz. Es sei o 1 {jj) , o 2 (ju), ... eine Folge von gleichmäßig 
beschränkten, nicht abnehmenden Funktionen, so daß also (128) gilt, 
und es möge eine überall dichte Punktfolge P geben derart, daß der 
Grenzwert lim o (x ) in einem jeden Punkte x von P vorhanden ist 

n= oo 

(p = 1, 2 , . . .) . Dann konvergiert die Funktionenfolge mindestens im 
wesentlichen für alle ja, so daß es eine Funktion o gibt, für welche 
o n [— >] o gilt. Wegen (128) muß o beschränkt und nicht abnehmend, also 
von beschränkter Schwankung sein. 
Setzen wir 

(129) q (ju) = lim a n (ju); ja = x v * a , . . % , .... 

Die Funktion q (ja) ist also nur auf P erklärt; sie ist auf P wegen (128) 
nicht abnehmend und beschränkt. Es sei /u eine reelle Zahl, die nicht 
notwendig auf P liegt. Da P überall dicht ist, so sind in beliebiger 
Nähe von ju Zahlen ju±e vorhanden (e > 0) , die der Menge P an- 
gehören. Da q(/u) nicht abnimmt, so können wir die Grenzwerte 

(130) o ( t u) = lim q (fi -f- e) , a* (/u) = lim q(/u — e) 

c-> + 0 f-> + 0 

bilden, wobei also ju beliebig ist und ju ± e der Menge P angehört. 
Unser Ziel ist zu beweisen, daß o n [—>] o [=] o* gilt (die Funktionen o 
und o* sind bereits für alle /u erklärt). Aus (130) und (129) folgt 
wegen (128) 

(131) o*(^)£o(jji) 

für alle jli. Wir zeigen, daß hier gewiß das Gleichheitszeichen gilt, 
wenn an der Stelle /u etwa die Funktion o (oder a*), die offenbar 
beschränkt und nicht abnehmend ist, stetig ausfällt. Nehmen wir zwecks 
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Zurückführung ad absurdum an, daß ju eine Stetigkeitsstelle und 
d = o (ju) — a* (ja) dennoch > 0 ist. Dann gibt es zu diesem /a ein 
a > 0 derart, daß 

(132) 9«-"*Mkj 

ist, sobald 0 < Li — v < a gilt. Denn der Stetigkeit zufolge ist 
lim o (v) = o (ja) . Wenn wir nur Werte v zulassen, die auf der überall 

V->fX 

dichten, also sich im Punkte ju beiderseits häufenden Menge P liegen, 
so können wir für (132) wegen (130) auch 

(133) lim q (ja — rj) + ^ lim Q (v + «)* 0 < ju — v < a 

schreiben. Liegt also la — rj auf P und hinreichend nahe la, und liegt 
v + e auf P und hinreichend nahe an v, so gilt 

(134) Q (ja - rj) + -J- <T £ (y + e) ; e > 0 } f] > 0, 

wenn r auf P und hinreichend nahe an ia(>v) liegt. Es läßt sich 
also erreichen, daß la — rj>v-\-e wird, und trotzdem folgt aus (134) 

Q (ji - rj) < q (v + e) . 

Dies steht im Widerspruch damit, daß die Funktion q (auf P) nicht 
abnimmt. — Ist also an der Stelle la eine der beiden Funktionen 
a, a* stetig, so gilt in (131) das Gleichheitszeichen. Folglich ist a[=]a*. 

Es sei la beliebig und es seien la + e v la — e 2 zwei Punkte 
von P; e ± > 0, e 2 > 0. Wegen (128), (129), (130) ist 

q(li— e t ) = lim o n (ja — ej <: lim inf o n (ja) <[ lim sup a n 

n= + oo n= + oo n= + oo 

<C lim o n (ja + 8 2 ) = q(li + e 2 ) , 
n= -f oo 

also 

a* (^) = Hm £ (^ — ej <^ lim inf a n (^) ^ lim sup a n (^) 

£j->+0 n+ oo n= + oo 

<I lim ^ 0" + e a ) = o (/*) . 
* 2 ->+o 

Ist daher li eine Stetigkeitsstelle von a(/^) oder tf*(^), also o(ja) = o*(li), 
so muß 

o(^) = lim inf a n (ii) = limsup a n (/*) , d.h. o(ju) = lim a w (^) 

n=+oo n= + oo n—+co 

sein, womit der von Helly herrührende Hilfssatz (S. 78) bewiesen ist. 
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§ 37. Das Cantorsche Diagonalprinzip. 

Wir erinnern nun an das Cantorsche Diagonalprinzip, das, seitdem 
seine zentrale Bedeutung insbesondere durch Hilbert erkannt worden 
ist, zu den wertvollsten Hilfsmitteln der Analysis gehört. Es sei 
fi ( x )> f<*{ x )> - • - eme Funktionenfolge, die auf einer abzählbaren Menge M 
erklärt ist. Es sei x p ein Punkt von M und es sei die Zahlenfolge 
{ f n ( x p) } ^ei emem jeden festen p beschränkt. Dann hat diese Zahlen- 
folge mindestens einen Häufungswert / (# ) ; dies besagt, daß die Folge 
[n] der natürlichen Zahlen eine Teilfolge {h n } enthält derart, daß 
lim f hn (x ) = / (x ) gilt. Doch hängt hierbei die Auswahlfolge { h n } 

von dem Zeiger p des Punktes x ab. Das Cantorsche Diagonalprinzip 
ergibt nun, daß auch eine von p unabhängige Teilfolge [h n ] vorhanden 
ist, so daß f hn (x p ) — ► / (x p ) bei einem jeden p gilt. 

Da zunächst die Zahlenfolge {f n (x 1 )} beschränkt ist, so enthält sie 
eine konvergente Teilfolge, die wir mit {f^ ( x i)} bezeichnen wollen. 
Da {f™ ( x 2)}> a ^ s eme Teilfolge aus {f n (% 2 )}> beschränkt ist, so gibt 
es in {f™ (x)} eine Teilfolge {/ ; ( 4 2) (x)}, die für x = x 2 konvergiert. 
Sie ist natürlich auch für x = x 1 konvergent, da für x = x ± die Folge 
{ fn ] ( x ) } konvergent ist, also ist es erst recht ihre Teilfolge. So können 
wir weitergehen und eine Folge 

{/,?>(*)}> {/r(*)}> it? y (*)}' ■■■ 

von Folgen konstruieren, welche die folgenden Eigenschaften hat: 
1. Die (w + l)-te Folge ist eine Auswahlfolge aus der w-ten; 2. die 
w-te Folge ist für die m Stellen x = x 13 x 2 , x m konvergent. — 
Daraus folgt aber, daß die „Diagonalfolge" {fn\x)} für alle x m kon- 
vergiert. Ist nämlich x m irgendwie fest gewählt, so ist (x) zugleich ein 
f^ m) (x) , sobald n ^ m ist. Nun ist aber lim (x) für die m ersten 

n= + oo 

Stellen x, also auch für x m vorhanden, also existiert auch lim (x) , 

n=+ oo 

da {fn^x)}, wenn man von den m ersten f$ absieht, eine Teilfolge 
von {/J m) } ist (m ist fest!). Setzen wir also f hn = f^\ so ist damit die 
Behauptung des vorigen Absatzes bewiesen. 

Es sei nun {o n (ß)} eine Folge von gleichmäßig beschränkten, 
nicht abnehmenden Funktionen. Wir wählen auf der /^-Geraden irgend- 
eine abzählbare, jedoch überall dichte Punktmenge P. Da sie abzählbar 
ist, so gibt es nach dem Diagonalprinzip eine in jedem Punkte von P 
konvergente Teilfolge {o hn (x)}. Da die o hn (x) offenbar gleichmäßig 
beschränkt und nicht abnehmend sind, und da P überall dicht liegt, 
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so ist {o hn ) nach dem Hilfssatz im wesentlichen konvergent. Damit 
ist der bei (128) ausgesprochene Satz bewiesen. 

Wir können übrigens etwas weitergehen. Die Folge {oh n { % )} 
ist höchstens an abzählbar unendlich vielen Stellen, nämlich an den 
Unstetigkeitsstellen der Grenzfunktion, divergent. Indem man / = o hn 
setzt, schließt man daraus nach dem Diagonalprinzip, daß {o hn } eine 
Teilfolge {oi n } enthält, die auch an den Unstetigkeitsstellen konvergiert. 
Mithin enthält {o n } unter der Voraussetzung (128) eine überall kon- 
vergente Teilfolge. 

§ 38. Der Hellysche Auswahlsatz und seine 
funktionentheoretischen Parallelen. 

Es sei {o u (li)} eine Folge von reellwerdgen und gleichmäßig be- 
schränkten Funktionen. Sie brauchen nicht monoton zu sein. Als 
Ersatz hierfür verlangen wir, daß die Totalschwankung von o n unter- 
halb einer von n unabhängigen Schranke bleibt. Es sei also 

(135) \°M\<M, + f\do n (fi)\<K, 

— 00 

wobei M und K konstant sind. Zerlegt man o n nach Jordan in <p n 
und ip n , so sind die Funktionen cp und ip n wegen (124), (135) offenbar 
gleichmäßig beschränkt. Sie sind ferner, wie wir wissen, nicht ab- 
nehmend. Zunächst enthält also {cp n } eine überall konvergente Teil- 
folge {(pi u )- Da aber die ip n , also erst recht die ipi n , nicht abnehmend 
und gleichmäßig beschränkt sind, so enthält {ipj n } eine überall kon- 
vergente Teilfolge {y>k n }. Die Folge {tpk n }, als Teilfolge von {q>i n } 9 
ist ebenfalls überall konvergent, also ist es auch die Folge 
[a% n \ = {(pü H — ipk n ) • Die Grenzfunktion ist gewiß von beschränkter 
Schwankung, da die opi n und ip ln nicht abnehmend und gleichmäßig 
beschränkt, also von gleichmäßig beschränkter Schwankung sind. — 
Es war bisher vorausgesetzt, daß die Funktionen o n (ja) reellwertig 
sind. Mit Rücksicht auf (123) folgt jedoch nach einer leicht ersichtlichen 
Wiederholung der soeben durchgeführten Betrachtung, daß diese An- 
nahme überflüssig ist. Es gilt daher folgender 

Auswahl s atz von Hei ly. Jede, den beiden Bedingungen (135) ge- 
nügende Funktionenfolge { o n (ii) } enthält eine im wesentlichen [oder 
auch überall] konvergente Teilfolge. — 



Es sei {o hn ) eine im wesentlichen konvergente Teilfolge, Oj ln [— >] o^. 
Ist {oi n } eine andere, im wesentlichen konvergente Teilfolge aus {o n } 

Wintner, Spektraltheorie. 6 
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mit o tn [— ►] a ## , so ist im allgemeinen nicht [=] (so wie eine 
beschränkte Zahlenfolge zwei verschiedene Häufungswerte haben kann). 
Gilt bereits o n [— >] o^, so daß das Auswahlverfahren überflüssig ist, indem 
einfach Ok n = o n gesetzt werden kann, so ist freilich auch o ln [— ►] o^, also 
[=] a . — Es gilt nun die folgende Umkehrung: Ergeben zwei im 
wesentlichen konvergente Teilfolgen immer im wesentlichen dieselbe Grenz- 
funktion, so daß aus Oh n [— >] und ►] bei beliebigen Auswahl- 
folgen [=] folgt, so ist das Aus wähl verfahren überflüssig: o n [— >]o^. 

Den Beweis führen wir nur für den Fall durch, mit dem wir uns später 
werden zu beschäftigen haben, wenn nämlich alle a reellwertig und nicht 
abnehmend sind. Es handelt sich also wieder um eine Folge von nicht 
abnehmenden und gleichmäßig beschränkten Funktionen o n . Daß sie 
im wesentlichen konvergente Teilfolgen enthält, das wissen wir schon. 
Es wird vorausgesetzt, daß sie die Eigenschaft hat, das aus Oh n [— ►] 
und o in [— >] immer [— ] folgt, und es wird behauptet, daß 
dann bereits o n [— ►] gelten muß. 

Zwecks Zurückführung ad absurdum nehmen wir die Unrichtigkeit 
der Behauptung an. Dann gibt es eine Stetigkeitsstelle /u 0 von 
derart, daß o n (ju 0 ) —> (ju 0 ) nicht gilt. Da die Zahlenfolge o x (/u 0 ) , 
o 2 (/u 0 ), ... beschränkt ist, so gibt es daher eine Teilfolge {cfj n } mit 
°j n Cs) ™* ^ + a * Cs) • ^us {°in\ können wir nach Helly eine im 
wesentlichen konvergente Teilfolge { o gn } mit einer Grenzfunktion a #J|{ aus- 
wählen. Es muß dann (ju 0 ) 4= (/i 0 ) ausfallen. Wegen o hn [— ►] 
und Og n [— ►] a #J|c muß jedoch nach Voraussetzung [=] sein. 
Also gilt (/Li ± 0) = (/Li ± 0), und zwar sogar an den Unstetigkeits- 
stellen von oder . Da /u 0 eine Stetigkeitsstelle von ist, so 
muß daher (/u 0 ± 0) = (/u^) sein. Nun ist o n nicht abnehmend, 
also ist es auch nicht, folglich gilt (ji 0 — 0) £ (^ 0 ) £ o^i 0 +0) . 

Wegen <>** Oo ± °) = a * W daraus a ** G"o) = °* (t*o)> während 

sich vorher auch (/li q ) =J= (/u q ) ergeben hat. Unsere Annahmen 
sind also widerspruchsvoll, w. z. b. w. 

DieseBetrachtungen fließen ersichtlich aus zwei verschiedenen Quellen. 
Die eine ist der Hellysche Hilfssatz auf S. 78, welcher eine Art Konvergenz- 
fortpflanzung ausspricht. Die andere ist das Diagonalprinzip. Dem ent- 
spricht es, daß sobald es sich um Funktionenräume handelt, für welche 
ein Satz über Konvergenzfortpflanzung gilt — wie z. B. bei konvexen 
Funktionen — , so wird, sobald dabei das Diagonalprinzip im Rechte 
ist, meistens auch ein Auswahlsatz gelten. — Dem Hellyschen Fort- 
pflanzungssatz und dem Hellyschen Auswahlsatz können wir z. B. in 
der komplexen Funktionenlehre die folgenden, später zu benutzenden 
Sätze von Vitali bzw. Montel zur Seite stellen. 



II. Kap. § 39. Der Stielt] essche Integralbegriff. 
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Wir wollen unter einem Gebiet Q der komplexen h Ebene ein be- 
schränktes, etwa Jordansches „offenes Gebiet", unter einem Bereich 
ein Gebiet nebst Berandung verstehen. Der Vitalische Satz, der in 
einem wichtigen Spezialfall bereits von Stieltjes gefunden worden ist, 
sagt nun folgendes aus: Sind die Funktionen f n (X) in Q regulär und 
gleichmäßig beschränkt, und ist der Grenzwert lim f n (X) mindestens auf 

einer Punktfolge ^,A 2 ,... vorhanden, die einen in Q liegenden Häu- 
fungspunkt besitzt, so ist die Funktionenfolge auf jedem, in Q ge- 
legenen Bereiche konvergent, und zwar gleichmäßig konvergent. Die 
Grenzfunktion ist also in Q regulär. — Der Vitalische Fortpflanzungs- 
satz enthält mit Rücksicht auf das Cantorsche Diagonalprinzip offenbar 
den sogenannten Montelschen Auswahlsatz, wonach jede in Q reguläre 
und gleichmäßig beschränkte Funktionenfolge {/„(vi)} eine in einem 
beliebigen, in Q gelegenen Bereiche gleichmäßig konvergente Teilfolge 
{Ihn W} entnält - Das Auswahlverfahren ist wieder dann und nur dann 
überflüssig, d. h. man darf dann und nur dann h n = n setzen, wenn 
jede in Q konvergente Teilfolge eine und dieselbe Grenzfunktion besitzt. 

§ 39. Der Stieltjessche Integralbegriff. 

Es sei f(ju) eine in dem endlichen abgeschlossenen Intervall 
a</u<b, kürzer [a,b], erklärte stetige Funktion, und a(ji) eine Funk- 
tion von beschränkter Schwankung; für fix) braucht dies nicht zuzu- 
treffen, und a(jj) darf Sprünge haben. Wir behaupten, daß dann f(ji) 
in bezug o (ja) in dem auf S. 47 erklärten Sinne gewiß integrabel ist. 
Man bilde nämlich, wie auf S. 47, eine Stieltjessche Näherungssumme 

N+l 

(13 6 ) S = 2f ( V i) [* W - ° K-i) ] 

9=1 

« = H < Pl < ' ' ' < f^N + l = b > Pq-l ^ V q-1 ^ l>\> 

und eine andere, 

(137) 3 = £f W-i) [a (K) ~ o 0"i-i)]j 

q=l 

a = f*o < < • • • < Pn'+i = b, f*l-i < v£~i £ [*q> 

und beachte, daß in Anbetracht der gleichmäßigen Stetigkeit von / (x) 
zu jedem e* > 0 ein rj > 0 gefunden werden kann derart, daß die Un- 
gleichheit IpM—pM | < fj die weitere Ungleichheit \f (jjl {i) ) -f (ju (oJ ) \ £ £* 

x ) Wegen der Durchführung der Einzelheiten vgl. z. B. die Darstellung von 
W. Blaschke, 1. c. (s. S. 75). 

6* 



84 IL Kap. § 39. Der Stieltjessche Integralbegriff. 

zur Folge hat. In den Elementen wird daraus geschlossen, daß im 
Spezialfall o(ju) = ju der gewöhnlichen Integration | 5 — S' | <^ e* (b — a) 
gilt, sobald jede der Differenzen jn q — j LC q - 1 > l^q — ftq-i hinreichend klein ist. 
Hierbei ist b — a die Totalschwankung von o (ju) = ju. Man erkennt 
aus dieser Bemerkung leicht, daß die wörtliche Wiederholung jener 
Schlußweise für unseren Fall folgendes ergibt: Es gibt zu jedem e > 0 
ein rj > 0 derart, daß aus jll — p ± < rj und ju' q — jUq- ± < rj 

b 

\S -S'\£e = 8*f \do(ju)\ 

a 

folgt. Dies besagt aber, nach Definition (S. 47), die Existenz des 

b 

Grenzwertes lim 5 = J* / (ju) do (fji). — Analog läßt sich beweisen, daß 

a 

N + 1 

die Näherungssummen | o (ju q ) — o (^ -J | der Totalschwankung 

3=1 

b 

in demselben Sinne der Totalschwankung J | do(ju) | zustreben. Daraus 

a 

x 

folgt unmittelbar, daß J \ d o (ju) |, als Funktion von x betrachtet, an 

a 

jeder Stetigkeitsstelle x von o^) stetig ist, während das Integral 
beim Passieren einer Unstetigkeitsstelle x von o (ju) den Sprung 
| o (x + 0) — o (x — 0) | > 0 erleidet, so daß zusammenfassend 

X 

(138) A jf\do(p)\*= \A a \ 

gilt, im Einklang mit (12 7). Entsprechend gilt in leicht verständlicher 
Bezeichnungsweise 



a+0 



(139) 



also 



/ /O*)iaM=/(«)[0(« + O)-0(«)], 

I 

Sf(M)doW = f(b)[o(b)-o(b-0)],. 

b-0 



(140) Aff(p)do(jA) = f(x)Ao = (f+S )/ ( 4 u) d o Ca) , 

* a 21 Ve-0 a; / 

ferner 

b a + 0 &-0 ö 

(141) / = / + /+/• 

a a a+0 &-0 
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wie es sich aus (63), S. 48, durch leicht ersichtliche Grenzübergänge 
ergibt. Ist o (jx) eine reine Sprungfunktion (S. 76), deren sämtliche 
Sprungstellen fx. im Innern von [a, b] liegen, so ist 

J 

(142) Sf{^da{fi) = JJf(fi J )Aa > 

wobei £ \A a L wie wir wissen, konvergiert. Also ist auch die Reihe (142) 

absolut konvergent (denn / ist stetig, also beschränkt). Der Vorbehalt, 
daß in (142) alle Sprungstellen im Innern von [a, b] liegen, ist we- 
sentlich; denn Sprünge am Rande müssen wegen (136), (140), (141) 
auf eine besondere Weise berücksichtigt werden. — Bezeichnet M 
das Maximum von | / (ju) | auf [«,&], so ist 

b b 

(143) \IfMda{fi)\^Mj\da(fi)\. 

a a 

Dies folgt daraus, daß die entsprechende Ungleichheit bereits für die 
Näherungssummen S richtig ist. Ist o auf [— oo, + oo] von be- 

+ 00 

schränkter Schwankung, J \do (ju)\ < + oo, so folgt aus (143) unmittel- 

— 00 

+ 00 

bar, daß J f (ß) d o [fx) in dem auf S. 47 erklärten Sinne gewiß existiert, 

— 00 

wenn / (außer auf jedem [a, b] stetig zu sein) auf [ — oo, + °°] De * 
schränkt ist. Doch ist dies keine notwendige Bedingung. Wir kommen 
darauf gelegentlich noch zurück (vgl. S. 102). — Ist auf [ — oo, -f- oo] die 
Funktion / (jx) stetig und beschränkt und o (ju) von beschränkter Schwan- 
kung (also gewiß beschränkt), so können die vorher entwickelten 
Formeln durch den Grenzübergang a— > — oo, b— ► + oo unmittelbar 
auf den Fall unendlicher Integrations grenzen übertragen werden. — 
Es sei noch die Ungleichheit 

(1 44) | / / (ja) g(iu)da(fz)\'£j\f (ju) \ 2 do(fi).f\g (fi) | "da (ju) 

a a a 

erwähnt, wobei /, g stetig, o nicht abnehmend ist. Diese Abschätzung 
folgt aus der Schwarzsehen Ungleichung, wenn man den Grenzüber- 
gang von den Näherungssummen S zu den Integralen vornimmt. 
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§ 40. Fortsetzung. Partielle Integration. 
Unempfindlichkeit der inneren Sprungstellen. 

Man hat, wenn v 0 = ju Q = a und y N = f_t N+1 = b gewählt wird, 

N+l N + l N 

s = U/(vi) W - °GVi)] = ^/(V>W - ö K) 

= f(b)a (b) -f(a)o{a)-2o fa g ) [/ (* ff ) - / (r ) ] 

(Abelsche Summation), wobei die letzte Summe [wegen ci = v 0 ^ ju ± 
£ ' Vi ^ = v a = ' ' * = Vn = & Und da ^fl + i ~~ > °* als ° 

b 

v q + 1 — v q > 0 gilt] eine zu Ja (ß) df(ju) gehörige Stieltjessche Näherungs- 

a 

summe darstellt. Folglich ist auch dieses Integral vorhanden, da 
lim S existiert. Und zwar hat man 

b b 

(145) ff(ju)dö(fi)=f (b) o(b)-f («) o(a)-fo(ju)df (ji) . 

a a 

Vorausgesetzt ist dabei, daß / stetig und a von beschränkter Schwan- 
kung ist. Mit f(ju) ss /Li erhält man daraus mit Rücksicht auf eine 
Bemerkung auf S. 47, daß die Funktionen von beschränkter Schwan- 
kung im Riemannschen Sinne integrierbar sind, was freilich wohlbe- 
kannt ist. Die Formel (145) ist diejenige der partiellen Integration. 
Geht man zur Grenze a— > — oo, b — ► + oo über und nimmt man an, 
daß a auch auf [ — oo, -f- oo] von beschränkter Schwankung und / 

daselbst beschränkt ist, so ist, wie wir wissen, f f do vorhanden, und 

— OD 

(145) geht über in 

(145)' + ff(rido(p)=- + Jo( l u)df(ri, 

— CO — CO 

wenn z. B. / (ju) — > 0, /u — ► ± oo vorausgesetzt wird. Doch genügt 
bereits z.B. die Annahme f(fij— >0 für ju—+ + oo, da es bei der Stieltjes- 
schen Integration auf eine additive Konstante der Belegung nicht an- 
kommt, so daß o (— oo) = 0, d. h. o(a)—>0, a — ► — oo angenommen 
werden kann, während / beschränkt ist, usf. 

Ändert man den Wert der Funktion o (fi) an Stellen, die im Innern 
von [a, b] liegen, derart ab, daß die abgeänderte Funktion, o*(ju), 
ebenfalls von beschränkter Schwankung ist und mit o auf einer überall 
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dicht liegenden Punktmenge übereinstimmt, so wird dadurch der 

b 

Wert des Integrals j f do für kein / geändert. Denn das Integral 

b-0 a 

J kann — da es eben existiert — unter ausschließlicher Benutzung 

a+0 

von Teilsummen berechnet werden, deren Einteilungspunkte jener auf 
a < x < b liegenden, überall dichten Punktmenge angehören, und 
andererseits gelten die Formeln (139), (14 l). — Die Endpunkte 
nehmen freilich wegen (14 1) eine Sonderstellung ein. Im Falle 
a = — oo, b = + oo hat man jedoch keine Endpunkte. Für alle 
Fälle ist o (a) = o* (a) } o (b) = o* (&), o (/u) [=] o* (/u) hinreichend für 

b b 

jfdo = Jfdo*. An endlich vielen, im Innern von \a, b] liegenden 

a a 

Stellen kann o immer beliebig abgeändert werden. Hat o unendlich 

viele Sprungstellen fx x , fi 2 , . . ., so sind die Reihen £ \ 0 (fy ± 0) — o (^.) | , 

i 

^ | o ((Jij + 0) — o (/Uj — 0) | gewiß konvergent, da sonst o nicht von 
j 

beschränkter Schwankung wäre. Setzt man 

o* (fx) = o(ju) + 2 {e j o{fx j + 0) - Gjöfaj - 0)) + • • 

so ist daher, wie wir wissen (S. 77), o* von beschränkter Schwankung 
und [=]<?, sofern die O beschränkt sind. Indem man sie passend 
gleich +1,0, oder — 1 wählt, kann nach den Bemerkungen auf S. 76 
erreicht werden, daß etwa a* (/u) = o* (ji -\- 0) auch an den Unstetig- 
keitsstellen von o gilt. Für die Zwecke der Stieltjesschen Integration 

b 

(und ebenso bei der Berechnung der Totalschwankung J | d o \ ) kann 

a 

daher immer angenommen werden, daß o mit Ausnahme der even- 
tuellen, im Endlichen liegenden Randpunkte durchweg von rechts 
stetig ist. 

Wir können jetzt aus (145) die folgende Folgerung ziehen: Ist / 
stetig, o von beschränkter Schwankung und in den Endpunkten von 
[a, b] stetig, so gilt 

(146) // Qu) da (ja) = $t(ji) dfdo (v) = ff fr) d Q fr), q fr) = fda(v) . 

a a a a a 

Denn zunächst gilt wegen (145) oder mit Rücksicht auf die Definition 
des Stieltjesschen Integrals [S. 47; vgl. S. 84] 

u 

(146)' ofr) = fdo{v) = e fr) 

a 
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/ 



an den Stetigkeitsstellen von o (ju) gewiß. Ersetzt man also o in (145) an 
allen vier Stellen durch q, so erhält man eine Gleichung, deren rechte 
Seite mit der rechten Seite der unter (145) stehenden Gleichung über- 
einstimmt. Also müssen auch die linken Seiten identisch sein, womit 

(146) bewiesen ist. 

Hat o eine Ableitung o', so geht die Näherungssumme S nach dem 

N+l 

Mittelwertsatz der Differentialrechnung in £ f (y ■ x ) o' '{X _ x ) (ju — ju _ 1 ) 

q=l q 2 2 2 

über, wobei X x eine im offenen Intervall ju ql < X x < ju q gelegene 
Zahl bedeutet; da v q nur an die Bedingung ft ± ^ v ql ^ /u q gebun- 

b 

den ist (weil das Integral j f do eben existiert), so können wir 

a 

v q _ x = X q l wählen, so daß die S Riemannsche Näherungssummen von 
f(ju)o f (jLi) werden. Ist also außer / auch o' stetig, so gilt, da dann 
f o' gewiß im Riemannschen Sinne integrierbar ist, 

b b 

(147) ff(rido(fi) = ff(fi)o'(n)dfi. 

a a 

Doch wird o im allgemeinen Sprünge haben, und auch wenn o 
durchweg stetig ist, braucht o f nicht zu existieren; ferner kann (147), 
auch wenn o f existiert, jedoch nicht stetig ist, unrichtig sein. Es ist also 
keine Rede davon, daß das Stieltjessche Integral immer auf ein Riemann- 
sches zurückgeführt werden kann. 

§ 41. Der Hellysche Satz über gliedweise Integration. 

Es seien /; / 1? / gJ ... stetige Funktionen auf [a, b] und es sei o 
von beschränkter Schwankung. Daraus, daß / — */ bei einem jeden /u 
gilt, folgt 

b b 

(148) SfnQ*)*°(j*)^ffO*)*°0*) 
a a 

bekanntlich nicht einmal im Falle er (ju) = /u, während das gleichmäßige 
Bestehen von / — ► / für 

b b 

(149) ff n (ti)dn^ff(fi)dti 

a a 

hinreichend, wenn auch nicht notwendig ist. Analog liegen die Ver- 
hältnisse bei (148). Wir begnügen uns mit dem einfachsten hinreichen- 
den Kriterium : gilt f n — >f gleichmäßig, so ist (148) gewiß richtig. Dann 
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gibt es nämlich zu jedem e > 0 ein n Q derart, daß für n > n 0 die 

Differenz — / (ji) absolut <^ — — ist, also, wegen (143), 

S\*°W\ 

a 

b b b 

I //„ C") da fr) - // Ca) da fr) \ = \ J [/„ fr) - f fr)} da fr) \ £ e 

a a a 

gilt (der Nenner kann nur im trivialen Fall o = const. verschwinden). 

Unvergleichbar tiefer liegt ein Satz von Helly, der die Frage be- 
handelt, wann die Grenzgleichung 

b b 

(150) Sf(n)da„fr)->fffr)dafr) 

a a 

gewiß richtig ist; hierbei sind also die Belegungen nicht fest, während 
/ eine feste stetige Funktion bezeichnet. Der Hellysche Satz besagt, daß 

(150) sicher gilt, wenn die Bedingungen 

(151) ^ 

J\doM\<K, Mh)\<K 

a 

erfüllt sind, wobei K eine beliebige feste Schranke bezeichnet. Das 
Wesentliche ist dabei, daß das gleichmäßige Bestehen von o n (/u) — ► o (ju) 
nicht vorausgesetzt wird; eine derartige einschränkende Bedingung 
wäre auch an den Hellyschen Auswahlsatz, wo keine gleichmäßige 
Konvergenz behauptet werden kann, gar nicht angepaßt. 

Wir nehmen zunächst an, es sei bereits bewiesen, daß (150) eine 
Folge von (151) ist, falls / stetig differentiierbar ist, und zeigen, daß 
dann der Satz allgemein, d. h. für jede stetige Funktion /, gelten muß. 
Da nämlich / stetig ist, so gibt es eine Folge {f m (fi}} von stetig 
differentiierbaren Funktionen, die gleichmäßig gegen / konvergieren, 
denn nach Weierstraß kann man / sogar durch Polynome gleichmäßig 
approximieren. Es gibt also zu jedem e > 0 ein m 0 derart, daß 
| / — f m | <[ e für alle ju gilt, sobald m ^ m 0 gewählt wird. Mithin ist 
wegen (143) 

b b b 

\Jfdo — jf m da\^eJ\do\ für m>m Q , 

a a a 

und ebenso gilt wegen (143) und (151) 

b b b 

\ffm da n-If d0 n\£ e I\ da n\£ eK fÜr m ^ m 0 > 
a a a 
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wie auch dabei n beschaffen sein mag. Endlich ist (150) nach Voraus- 
setzung für jede stetig differentiierbare Funktion / richtig, sofern (151) 
gilt. Wir können daher zu jedem m ein n m derart bestimmen, daß 

b b 

\SL d °n-fL d °\£ £ fÜr n > n m 
a a 

gewiß gilt. Setzen wir in diesen drei Abschätzungen m = m Q und 
N = n mo und addieren sie, so folgt 

\}fdo-Jfdo n \£s(}\do\ + K+l) für n^N. 

a a a 

Da hierbei der Faktor von e unabhängig von n ist, so ist damit 
gezeigt, daß der Satz (150) unter der Voraussetzung (151) allgemein 
richtig ist, wenn er für stetig differentiierbare Funktionen / richtig ist. 

Man erinnere sich nun an den folgenden, im wesentlichen von 
Arzelä herrührenden Satz: Ist {f n (x}} eine auf [a,b] erklärte, gleich- 
mäßig beschränkte Folge von integrierbaren Funktionen, und gibt es 
eine beschränkte und integrierbare Funktion f(x) derart, daß f n (x)—> fix) 
an allen Stetigkeitsstellen von / (x) oder eventuell mit Ausnahme einer 
Nullmenge gilt, so ist (149) gewiß richtig; die Integration ist in dem 
alten, Riemannschen Sinne zu verstehen. — Doch gehört der Satz be- 
reits zu denjenigen, die der Natur der Sache nach erst im Rahmen der 
Lebesgueschen Theorie eine Abrundung erfahren konnten: der Satz 
erreicht — vom heutigen Standpunkt aus 1 ) — ein künstlich eingeschränktes 
Ziel mit einem gekünstelt primitiven und entsprechend unbequemen 
Apparat. Es hat also keinen Sinn, auf den Beweis dieses Teilergeb- 
nisses einzugehen. 

Ist nun \o n (ju)} eine Funktionenfolge derart, daß die Bedingungen (151) 
erfüllt sind, und ist f'(jbi) eine stetige Funktion, so sind die Funktionen 
o n (jn)f f (ju) integrierbar und gleichmäßig beschränkt. Die Grenzfunktion 
der o n , die Funktion a(/i), ist von beschränkter Schwankung, also ist 
auch o[fj)f f [(j) integrabel und es gilt wegen o n [—►] o an allen 
Stetigkeitsstellen der Grenzfunktion offenbar auch o f of\ so daß 
nach dem Satze von Arzelä 

b b 

S °n M f (j*)dp-+fo (ja) f (ß)dp, 

a a 



1 ) Die von Arzelä (1885) benutzten Intervallsätze gehören freilich zu den 
wichtigsten Ergebnissen des vorigen Jahrhunderts auf diesem Gebiet. 
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also wegen (147) 

b b 

I °n 0) d f (ß) I 0 (ß) d f (ß) 
a a 

gilt; da wegen (151) auch die Grenzgleichungen 

o n {a)f{a)^o{a)f{a) und a n (b) f (b) -+ a (b) f (b) 

bestehen, so muß mit Rücksicht auf die Formel (145) der partiellen 
Integration auch (150) gelten, w. z. b. w. 

§ 42. Die Resolventenintegrale. 

Es sei o([a) eine auf [— oo, +oo] erklärte Funktion, die reell- 
wertig und auf [— oo, -{-oo] von beschränkter Schwankung ist, und 
es sei X eine nicht reelle Zahl. Die reelle Komponente von X möge 
mit SR [X] , die imaginäre mit Jjj [X] bezeichnet werden, so daß 
X = SR [X] + 3 [X] ist. Die Funktion (X — ju)' 1 ist auf [— oo, + oo] 
stetig und beschränkt. Mit Rücksicht auf eine oben (S. 86) gemachte 
Bemerkung ist daher das Integral 



(152) R(*)=j 



do (jx) 



das wir aus später ersichtlichen Gründen als das zu o gehörige Re- 
solventenintegral bezeichnen wollen, gewiß vorhanden. Wegen (145)' 
kann man hierfür auch 

0») »w— 

— 00 

schreiben. Wir zeigen, daß die durch diese Formel dargestellte 
Funktion für nicht reelle X gewiß regulär ist. Es bezeichne zu diesem 
Zwecke K einen Kreisbereich der X -Ebene, der mit der Achse des 
Reellen keinen Punkt gemein hat, so daß es ein d > 0 gibt derart, 
daß \X — /u\^>d für alle X auf K und für alle ^(^o) gilt. Man 
bilde bei festem a und b die zu dem Stieltjesschen Integral 



gehörigen Näherungssummen S = S (X). Sie konvergieren für alle X 
von K gleichmäßig gegen das Integral T a b (X). Denn die Funktion 
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/ (ju) = (A — /Z)"" 1 ist für a <L /u <^b auf K gleichmäßig stetig, so daß 
das e auf S. 84 für alle A gleichmäßig gewählt werden kann. Da 5 (A) 
eine rationale Funktion ist, deren sämtliche Pole auf der reellen Achse 
liegen, so ist sie auf K gewiß regulär, so daß im Innern von K auch 
die Grenzfunktion T£ (A) regulär ist (denn die Grenzfunktion einer in 
einem Gebiete gleichmäßig konvergenten Folge von Funktionen, die 
in einem Gebiet regulär sind, ist in diesem Gebiete gewiß regulär). 

Nun gilt aber die definitorische Grenzgleichung TJ* (A) — > R (A) ; 
a — > — oo , b — > + oo ebenfalls gleichmäßig auf K . Denn in der aus 
(143) folgenden Abschätzung 

b b 

+ oo 

konvergiert die Schranke für b — > -f- oo wegen J" | do (ju) | < + oo 

— oo 

gegenNull, und die Schranke ist unabhängig von A. Da entsprechendes auch 

a 

für § gilt, so ist R (A) für alle nicht reellen A regulär. 

— oo 

Ist die reelle Zahl /u Q derart, daß o(/u) in einer hinreichend 
kleinen Umgebung ju Q — e < ju < ju Q -\- e von ju 0 konstant, == o (jüL Q ) 
ist, so ist R (A) auch für A = /u Q regulär. Denn zunächst kann dann 
das Integral durch 

(155) / + / 



/E*O+*+0 4 



ersetzt werden, da eine Konstanzstrecke der Belegung zu einem 
Stieltjesschen Integral nichts beiträgt. Da alle in einem hinreichend 
kleinen, um den Punkt /u 0 geschlagenen Kreise liegenden A derart 
sind, daß | A — /u \ > konst. > 0 gilt für alle /u, die in die Integrale (155) 
eingehen, so kann die frühere Betrachtung offenbar wiederholt werden. 

Sind A 1 und A 2 zwei Punkte, deren Verbindungsstrecke durch die 
Achse des Reellen nicht geschnitten wird, so gilt 

(156) tuf^Jftotot»-. 



die Integrationen geradlinig verstanden. Denn zunächst tragen die 
Umgebungen der beiden Punkte /u = ± + oo zu den beiden zwei- 
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fachen Integralen wieder beliebig wenig bei (vgl. die vorige Schluß- 
weise). Es kommt also nur darauf an, die Richtigkeit der Formel 

A 2 b b A 2 

einzusehen. Hier können aber wegen (147) beide Stieltjesschen 
Integrale in Riemannsche verwandelt werden, und die Vertauschbarkeit 
der Reihenfolge der beiden Integrationen ist für diesen Fall aus den 
Elementen bekannt. 

Ist g (/u) eine Treppenfunktion mit den Sprungstellen k x , A a , . . k n 
und mit den Sprüngen Ao } Ao } . . ., Ao, so ist (152) eine rationale ge- 
brochene Funktion mit einfachen Polen, 

n A 

*« = 2V_v 

v=l 

wobei die Funktion o durch R (X) an allen ihren Stetigkeitsstellen bis 
auf eine additive Konstante eindeutig bestimmt wird. Dies besagt ja 
nur, daß mit R (A) auch die Pole und die Residuen von R (A) bekannt 
sind. Wir wollen nun eine Stieltjessche Formel herleiten, welche für 
den allgemeinen Fall entsprechendes leistet. Es wird sich dabei eine 
eigentümliche Verallgemeinerung der Residuenformel 

lim (k — l)R(k) = Ao 

ergeben. Doch handelt es sich nunmehr nicht um die Sprünge allein; 
denn o kann jetzt durchweg stetig und nirgends konstant sein. — 
Wir werden sodann nach Hilbert auch die allgemeine „Residuen- 
formel" herleiten. 



§ 43. Die Stieltjessche Umkehrformel. 

Da o(ju) für reellwerdg vorausgesetzt ist, nimmt die Funktion (152), 
(153) für konjugiert komplexe Argumente konjugiert komplexe Werte 

an, R(k) = R(k), so daß wir uns ohne Einschränkung der Allgemein- 
heit auf die obere Halbebene g [k] > 0 beschränken können. Setzen 
wir noch zur Abkürzung 

p = m[X], ? = 3[A], 

so ist wegen 



+ 00 _ 

(X — [i) do (fi) 



1 1 - ii | 2 
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der imaginäre Teil der Zahl R(X) offenbar 



Wir integrieren diesen Ausdruck bei festem q = 3 [X] > 0 in bezug 
auf die von q unabhängig gedachte Variable p = 9i [X] etwa von 
0 bis a 0, und beachten, daß dabei die Vertauschung der sich auf 
/j, und p beziehenden Integrationen gewiß gestattet ist. Man erkennt 
dies ebenso wie die Richtigkeit der Formel (156). Setzt man daher 

(157) F («, q)=F (a, g [A]) = /g [R (*)] rf9l ß , 

o 

so gilt 



qdp 



wobei 



et 

j w 4hr -h'^-j""^ (- f< «• « < -f) 

ist. Hieraus folgt, wenn 

+ 00 

(158) G (<*,?)= farctg-tZfLiafc) 

— 00 

gesetzt wird, offenbar 

(159) F(a,q)=G(0,q)-G(«,q). 
Wegen (145) ist aber 

+a 

I arctg^^a(» 

(160) 

= a («) arc tg ^ _ ö (- a) arc tg ü±f. + f 1 "W^ 

wobei das Integral rechts, da a und q feste Zahlen sind und a (ju) auf 
[— °o, +oo] beschränkt ist, für a —* + oo der Grenze 

(161) H («, S ) = + f 1 
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zustrebt. Da o von beschränkter Schwankung ist, so sind die beiden 
Grenzwerte a(+oo), a(— oo) vorhanden. Wegen q = 5 [X] > 0 gilt 

endlich arctg a ~ a _ ► qz ~ für ß — ► + oo, so daß (160) für a — ► + oo 

wegen (158) und (16 1) in 

G («, ?) = - o (+ oo) y — o (— oo) y + H (a, q) , 

und daher (159) in 

(162) F(a,q) = H(0,q)-H(a,q) 
übergeht. 

Wir zeigen nun, daß 

(163) lim — H(a, q) = a(a + 0) + o (u - 0) 

gilt. Mit Rücksicht auf (16 1) beweisen wir mehr, wenn wir zeigen, daß 

+ 00 a 

(164) a(a + 0) = lim— f- o (« - 0) = lim ± f I «W'* 

gilt, wobei wir uns auf die erste dieser beiden Formeln beschränken 
können. Sie kann in der Gestalt 

+ oo 

(165) a(a + 0) = lim * f j.l0j±f3<g 



geschrieben werden und geht, wenn man 

r (fj) = a -f- a) — a (a + 0) 

+ 00 



setzt und 
(166) 

beachtet, in 



0 1 + ~ 2 



+ oo 



(167) o-Iim 



über, wobei t(,m) eine auf [0, +oo] beschränkte und für /n — »■ + 0 
der Bedingung t (^) — ► 0 Genüge leistende Funktion bezeichnet [den 
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Umstand, daß die Funktion t nicht nur beschränkt und derart ist, 
daß die Grenzwerte r(±0) existieren, sondern daß sie außerdem von 
beschränkter Schwankung ist, brauchen wir beim Beweis von (167) 
nicht heranzuziehen]. Es gibt also zu jedem e > 0 ein d > 0 derart, 
daß | x (ja) I für 0 <^ ju <^ d kleiner als e ist, und es gibt eine Schranke 
M derart, daß |t(»|<M auch für ju^d gilt. Beachtet man daher, 
daß in (167) der Faktor von r, der sogenannte Kern, durchweg >0 
ist, so folgt einerseits 



1 x (/u) dfx 



C l dp 

<e h^ 

0 1 



< 



wenn d hinreichend klein gewählt wird [vgl. (166)], und andererseits 



+ 0O +00 +00 

J * i , ^ 2 J ? J ^ < • J 



wenn nach erfolgter Wahl von d auch q hinreichend klein gewählt 
wird. Durch Addition der beiden letzten Formeln folgt (167). Da- 
mit ist also (163) bewiesen. Diese Schluß weise ist zuerst von Hamilton 
und Dirichlet, später (bei positiven Kernen) von Schwarz und Weier- 
straß verwendet worden und ist seitdem sehr geläufig. — Dieser Zu- 
sammenhang mit der Theorie der „singulären Integrale" geht aus den 
üblichen Beweisen der Umkehrformel nicht so klar hervor. 

Aus (157), (161), (162), (163) folgt nun, wenn noch ju an Stelle von 
a geschrieben wird, die angekündigte Stieltjessche Umkehrformel 



(168) 



-^+o 0 i"3[^W]^W 

a{fi + 0) + ü{ja - 0) - [o(+ 0) + a(- 0)], 



wobei die linke Seite nur von ju abhängt. Die Belegung o(ju) von 
(152) ist also an allen ihren Stetigkeitsstellen bis auf eine der Natur 
der Sache nach unbestimmt bleibende additive Konstante [a(+0)+o(— 0)] 
vollständig bestimmt. Legen wir die additive Konstante etwa durch 
die Normierung o(— oo) = 0 fest, so sind daher alle Funktionen o(ju), 
die vermittels (152) dieselbe analytische Funktion R(X) erklären, im 
wesentlichen identisch, d. h. einander [=]. Es gibt unter diesen 
Funktionen eine und nur eine, die von rechts durchweg stetig ist. 
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§ 44. Die Hilbertsche „Residuenformel". 

Zu der Stieltjesschen Umkehrformel analog ist die folgende, die von 
Hilbert herrührt: 

(169) lim |/^l£#0+£ f—l) = Ao = o(/u + 0)— a (,u — 0); e > 0. 

Dies ist eben die auf S. 93 erwähnte „Residuenformel". Es ist jedoch zu 
beachten, daß in dieser Formel nur senkrechte Annäherung an die reelle 
Achse in Betracht kommt, was durch die Kompliziertheit der im Punkte 
k = ju möglichen Singularität von R (A) bedingt ist. Die Funktion R (A) 
wird wegen (169) bei senkrechter Annäherung an die reelle Achse 
genau von der ersten Ordnung unendlich, wenn /u eine Sprungstelle 
der Belegung o ist, an den Stetigkeitsstellen von o von einer nied- 
rigeren Ordnung oder [wie an den Konstanzstellen von a, wo R(X) 
nach S. 92 regulär ist] überhaupt nicht. Dies entspricht dem Umstand, 
daß für eine Treppenfunktion a, d. h. für ein rationales R, alle Pole 
von R einfach sind. 

Als Sprungstellen von o bezeichnen wir nur die Stellen ju mit 
A o =|= 0 . „Hebbare" Unstetigkeiten, in denen o (ju + 0) = o (/u — 0) =)= o (/li) 

ist, sind ja für die Stielt jessche Integration nach § 87 belanglos. 

Wir bemerken zunächst, daß es genügt, die Richtigkeit von (169) 
für den Fall nachzuweisen, wo /u eine Stetigkeitsstelle von o ist, unter 
Stetigkeitsstelle wieder eine Stelle ju mit A o = 0 verstanden. Es sei 

nämlich /u 0 eine Sprungstelle von o. Es bezeichne o diejenige Treppen- 
funktion, die an der Stelle ju 0 den Sprung A o erleidet und sonst stetig 

ist, und man setze o" = o — a'. Die zu a' und a" gehörigen Resol- 
ventenintegrale mögen R! bzw. R" heißen, so daß R = R' -f- R" gilt. 
Dann ist a" an der Stelle ju 0 mit Rücksicht auf die Definition von o' 
gewiß stetig. Also ist (169) für R" > d* nach Voraussetzung richtig, 
mithin gilt lim s R" (^ 0 + ]/ — 1 e) = 0 für e — ► + 0 • Es genügt 
also zu zeigen, daß lim ]/ — 1 e R! (ju 0 — le) = A o gilt. Diese Be- 
hauptung ist aber trivial; denn nach der Definition von o ist 

A a 

Wir können also beim Beweis von (169) annehmen, daß /u 
eine Stetigkeitsstelle von o ist. Wir können ferner durch eine Ver- 
legung des Nullpunktes der /.t- Geraden erreichen, daß /u = 0 wird. 

Wintner, Spektraltheorie. 7 
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Man kann daher /u = 0 und Ao = Ao = 0 setzen, wodurch (169) in 

0 t* 

eR(ey — l)— *0 übergeht. Die Voraussetzung ist dann, daß die Be- 
legung den beiden Bedingungen a(±e)— >0 genügt. Wegen (153) ist 
aber 

TCO +00 

und Integral rechts konvergiert wegen (164) und mit Rücksicht auf 
a(±e)— >0 für e— >+0 gegen Null. Damit ist (169) bewiesen. 

Geht man in (168) von X zu / über, so ändert sich dadurch *ft [^] 

nicht, während R(l) in # (/), also in — S[^W] übergeht, 

so daß 2 $ [#(/)] = S[-R(A) — #U)] ist. Schreibt man noch J an 



Stelle von J , was nur auf eine Verlegung des Nullpunktes hinaus- 
o 

läuft, so folgt 

(170) -^.Äo/*^»- 11 ^«« 

= + 0) + aCu - 0) - [a(a + 0) + o(« - 0)]. 

Wir erwähnen noch, daß diese Formeln von Hellinger auf den 
Matrizenkalkül übertragen worden sind, wo an Stelle von R(X) eine 
Matrix von solchen „Resolventenintegralen" tritt. 



§ 45. Funktionentheoretisches über die Resolventenintegrale. 

Ist cc eine Konstanzstelle der Belegung, so daß es ein ö > 0 gibt der- 
art, daß für cc — d < /u < cc -\- ö identisch o (ju) = o (cc) gilt, so ist, wie 
wir auf S. 92 gesehen haben, die durch die Formel (152) dargestellte 
Funktion R(X) in dem um den Punkt cc geschlagenen Kreise vom 
Radius ö regulär. Aber auch nur dann. Denn ist sie in diesem Kreise 
regulär, so ist sie in jedem noch kleineren Kreise vom Radius d' 
gleichmäßig stetig, so daß dabei R(X) — R(A) für X — X— >0, d. h. für 
2 [^] — *0 gleichmäßig gegen Null konvergiert. Aus (170) folgt aber 
dann o (/li -\- 0) + o (p — 0) = o (a + 0) + o (cc — 0), also, wenn man 
selbstverständlich von hebbaren Unstetigkeiten absieht, offenbar auch 
o(fj) = o(a) für \ju — a\<d', w. z. b. w. Dieser Satz rührt von 
Grommer her. Danach sind die Nichtkonstanzstellen der Belegung o(jli) 
mit den im Endlichen gelegenen Singularitäten der durch die Formel (152) 
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dargestellten Funktion R (X) identisch, indem alle nicht reellen X gewiß 
reguläre Stellen sind (S. 92). 

Wir sprechen dabei von der Funktion, die durch die Formel (152) 
dargestellt wird, und nicht von der analytischen Funktion, die aus dieser 
Funktion, wobei etwa g [X] > 0 sein möge, durch analytische Fortset- 
zung entsteht. Denn es ist z.B. möglich, daß die Formel (152) für 
und für g [X] < 0 zwei verschiedene analytische Funktionen darstellt, so 
daß also R(X) — R(X) — * 0 für X — X — ► 0 nicht gilt, trotzdem beide Funk- 
tionen ganze transzendente Funktionen sind, also im Endlichen über- 
haupt keine Singularitäten haben. Nur wird dann die eine Funktion 
durch die Formel (152) nur in der oberen, die andere nur in der unteren 
Halbebene dargestellt. Ein Beispiel ist das zur nirgends konstanten 
Belegung 

O {ß) = j £ _<2 dt 

— oo 

gehörige Integral R (a). Es ist freilich auch der andere Grenzfall mög- 
lich, daß die nirgends konstante Belegung sich so verhält, daß die 

reelle Achse für die beiden [wegen R(X) = R(X) einfach: konjugiert 
komplexen] Funktionen eine natürliche Grenze bildet. Zwischen diesen 
beiden Fällen steht der dritte, wo o (jli) etwa für ju < — 1 und auch 
für ju > 1 konstant, also 

tu»/ *<«- J 

-1-0 

ist. Dann können die beiden Funktionen, nämlich R(X) und R(X), 
ineinander gewiß analytisch fortgesetzt werden. Denn jede reelle Zahl, 
die absolut > 1 ist, ist eine reguläre Stelle der durch (152)' dar- 
gestellten Funktion. Alle Punkte des Intervalles — 1 <[ /li <[ 1 können 
dabei wesentlich singuläre Stellen sein, so daß eine Fortsetzung von 
R(X) in R(X) durch einen unmittelbaren Übergang durch die Punkte 
des Intervalles — 1 <^ /u < 1 unmöglich ist. Doch können alle Punkte 
des Intervalls — 1 < /« < 1 auch reguläre Stellen sein, trotzdem dort 
o nirgends konstant ist. Nur müssen dann die beiden Punkte ju = ± 1 
Verzweigungspunkte sein, so daß R(X) bei unmittelbarer Über- 
schreitung eines Punktes des Intervalles — 1 < t a < 1 nicht den Wert 
R{X) erhält, der sich bei der Umkreisung des Intervalles — l^A f ^l 
ergibt, sondern einen andern Zweig der mehrdeutigen analytischen 
Funktion liefert, so daß also — 1 ^ ju 1 mit Hinblick auf den Grommer- 
sehen Satz als ein Verzweigungsschlitz aufzufassen ist. Das einfachste 

7* 
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Beispiel ist die Gaußsche Kettenbrucherzeugende der Legendreschen 
Polynome, 1 

-l 

o(jLi) = — 1 für 1; a (ju) = fi für — l^/^^ + l; 

a (^) = 1 für /* ^ 1. 

Dies ist eben das Beispiel, durch das Gauß, wie aus seinem be- 
rühmten Briefe an Bessel (1811) hervorgeht, viele Jahrzehnte vor 
Cauchy bzw. Puiseux auf die einschlägigen Grundtatsachen der 
Funktionentheorie geführt wurde. 

Abschließende Ergebnisse über die sich im Anschluß an (152) 
erhebenden funktionentheoretischen Fragen scheinen in der Literatur 
nicht vorzuliegen. Es würde sich vor allem um die Frage handeln, 
auf welche Weise die Art der Singularitäten von R (A) durch das infini- 
tesimale Verhalten der Belegung bestimmt wird und wie überhaupt 
eine vorgegebene Funktion R (A) beschaffen sein muß, damit ein Zweig 
von ihr eine Darstellung (152) mit einer passend zu wählenden Belegung 
gestattet. — Bereits diejenigen R (A), die eine Darstellung mit einer 
reinen Sprungfunktion [vgl. (142)] gestatten, so daß 

00 A o 00 
(171) R(£)=UjA--> 2\Ao\<+oo 

gilt, sind, wenn die Sprungstellen etwa überall dicht liegen, nach 
Goursat und Pringsheim wesentlich komplizierter, als man es von 
vornherein anzunehmen geneigt wäre. 

Ist A reell und gleich wobei jli q keine Konstanzstelle von o 
ist, so hat das Integral (152) zunächst keinen Sinn; als Cauchyscher 
Hauptwert z. B. kann es jedoch existieren. Wir können hier auf diese 
Fragen, die aus leicht ersichtlichen Gründen (vgl. S. 96) wieder in die 
Theorie der Integraldarstellung willkürlicher Funktionen hinüberführen, 
nicht näher eingehen. — Es sei nur erwähnt, daß die Stieltjessche Um- 
kehrformel mit derjenigen von Fourier durch eine Art Laplacesche Trans- 
formation zusammenhängt. 

§ 46. Fortsetzung. Das Verhalten im Unendlichen. 
Momente und C. Neumannsche Reihen. 

Eine eventuelle matrizentheoretische Bedeutung der durch die 
Formel (152) nicht dargestellten Zweige ist nicht bekannt. Wir wollen 
fortan unter R (A) die durch (152) unmittelbar dargestellte Funktion ver- 
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stehen, wodurch wir sie künstlich eindeutig machen. Die singulären 
Stellen dieser Zweige sind also gewiß reell, und sie sind, wenn die Punkte 
der einen unmittelbaren Übergang verhindernden Schlitze zu den singu- 
lären Stellen hinzugezählt werden, mit den Nichtkonstanzstellen der 
Belegung identisch. Allerdings haben wir noch den Beweis nach- 
zuholen, daß in diesem Satz der unendlich ferne Punkt (der evtl. 
aufgeschlitzten und so für alle Fälle schlichten) X- Ebene keine Sonder- 
stellung einnimmt. Liegt nicht die gesamte Belegung im Endlichen, 
gibt es also keine Schranke g > 0 derart, daß für ju <J — g identisch 
o (jli) = o ( — oo) und für jli ^ g ebenso o(ju) = o (+ od) gilt, so häufen 
sich die Nichtkonstanzstellen von a, also die Singularitäten von R, 
bei X = oo, so daß dann X = oo gewiß singulär ist. Wir haben also 
nur die Umkehrung zu beweisen: Liegt die ganze Belegung ganz im 
Endlichen, so daß bei hinreichend großem o 

(172) *«=/t^ 

— O 

gilt, so ist X = oo eine reguläre Stelle der Funktion R(X). Der Beweis 
führt auf die C. Neumannschen Reihen bzw. auf die bereits früher 
betrachteten Momente 

+ so 

(173) m„ =Jfi n da(iu); « = 0,1,2,.... 

— 00 

Wegen (173) und da o für ju < — q und ju_g konstant ist, gilt 
|niJ = |J jLi n do(u)\ <Lg n j \do{fi)\, so daß die Reihe 

— O — Q 

für | X | > g konvergiert. Wir haben nur noch zu zeigen, daß sie 
die Funktion R(X) darstellt. Nun ist aber die Reihe 5] ju n X~ n ~ % für 
~~ Q ^ h l = Q (b e i jedem X mit | X | > g) gleichmäßig konvergent, also 
ist nach (148) die gliedweise Integration 

-f Q -f Q 

gewiß gestattet, und linkerhand steht offenbar die Funktion (172). 

Um die Vorstellungen zu fixieren, nehmen wir jetzt an, daß o 
nicht abnehmend, do —-\do\ ist. Von Momenten spricht man meistens 
nur in diesem Fall. Gibt es keine Schranke g, so kann, wie das 
Beispiel o (u) = zeigt, bereits das Integral m divergieren. Doch 
kann, wie die auf S. 99 erwähnte exponentielle Belegung zeigt, jedes 
Integral m konvergent sein, ohne daß die ganze Belegung im Endlichen 
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liegt, d. h. ohne daß R (A) die für hinreichend große | k j konvergente 

Entwicklung ^ni n /~ n_1 zuläßt. Hingegen stellt diese C. Neumannsche 

o 

Reihe (sofern sie überhaupt gebildet werden kann, d. h. wenn alle 
Integrale m w existieren) die Funktion R (2) in einem asymptotischen 
Sinne des Wortes immer dar. Ist nämlich X nicht reell, so ist das 
Integral (152) konvergent und wegen 

1 M_1 v i n 

l _ yy J* i 2 f 

i-jw 2j ' X" X - n 

gilt 

("4) m-2^h=T* 

wobei letzteres Integral, wegen \do\=do und da alle m n vorhanden 
sind, ersichtlich gegen Null strebt, wenn die Variable / derart ins 
Unendliche geht, daß sie außerhalb eines die reelle Achse in seinem 
Innern enthaltenden Parallelstreifens bleibt. Denn wegen (17 3) und nach der 

+ oo 

Schwarzsehen Ungleichung (144) ist J* | [i n | do(jn) <^ ]'m 0 m 2 , also end- 

— GO 

lieh; das Restglied, nämlich die rechte Seite von (174), konvergiert daher 
bei diesem Grenzübergang stärker nach Null als Ä~", also stärker, 
als die in (174) linkerhand berücksichtigten Terme, und dies gilt bei 
einem jeden n. Mit dem Poincareschen Zeichen der Asymptotizität 

00 

gilt also R(A) ~ y 1 , , wenn l auf die angegebene Weise unendlich 
wird. — Setzt man der Einfachheit halber voraus, daß o eine stetige 

n . 

Ableitung o f hat, und bezeichnet man d n = | y m n | als das n - te 
reduzierte Moment von a, so erkennt man leicht, daß das reduzierte 
Moment mit n um so „stärker" wächst, je „langsamer" die Funktion 
| o' (ju) | für ► + oo ihrem Limes inferior, der =0 ist, zustrebt. Setzt 

man z.B. o' (/.t) = e~^' u ' , d > 0, so strebt "j* einer von 0 und -f- oo 
verschiedenen Grenze zu, wenn n — ► + 00 • 

§ 47. Der Grommersche Konvergenzsatz. 

Es sei {o n (ju)} eine Folge von nicht abnehmenden, gleichmäßig 
beschränkten Funktionen auf [ — ■ oo, +oo], die im wesentlichen 
gegen a(^) konvergieren. Bezeichnet M die obere Grenze aller 
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+ 00 

J \do n (jLi)\, so ist, wenn etwa a n ( — oo) = 0 angenommen wird, 

- 00 

+ 00 

(175) \o n bu)\£M, da n ^0, f \do n (ju)\£M; <*„[-*] a. 

— 00 

Es bezeichne R n (A) das zur Belegung a gehörige Resolventenintegral, 
und (A) das zur Grenzbelegung gehörige. Wir beweisen nach 
Grommer mit einer von Hamburger herrührenden Ergänzung, daß 
dann für alle nicht reellen A die Funktion R n (A) gegen das zur Grenz, 
belegung gehörige Resolventenintegral konvergiert: R n (A) — > R (A) , 
n — > + oo. 

Zunächst ist wegen (153) 

— 00 — 00 

Bezeichnet also den Realteil, q den Imaginärteil von A, so gilt 

— 00 fl Ö 

wobei wir die Zerlegung von [ — oo, + oo] durch a und b in drei 
Stücke auf die folgende Weise festlegen wollen. Es sei e > 0 be- 
liebig klein. Da p und q feste reelle Zahlen sind und q 4= 0 ist, so 
können wir a so nahe an — 00 wählen, daß 

a 

du ^ 6 

(p-u) 2 + q 2 = ßM 
— 00 

wird. Wegen (175) ist nicht nur \o \, sondern auch |a| gewiß ^ M, 
also | a — o | < 2 M für alle ,a, so daß das erste Integral (176) offenbar 

< „ m 2M = 4- ist, und zwar für alle w. Ebenso können wir durch 
= 6 M 3 

geeignete Wahl von b erreichen, daß das Integral 

+ 00 

b 

wird für alle n. Es bleibt also noch das mittlere Integral übrig. Wenn 
wir zeigen können, daß dieses Integral, in dem a und b bereits fest 
gewählt sind, für n — ► + 00 g e g en Null konvergiert, also für hin- 
reichend große n kleiner als -5- ist, so wird damit wegen (176) die 
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Behauptung, daß nämlich für hinreichend große n die Ungleichheit 
| R n (A) — R (k) | < 8 gilt, bewiesen sein. Nun ist aber das mittlere Integral 

= /V>)^ wenn 4W= J f M ^ gesetzt wird. Wegen (175) 
ist | f n (^) | <^ — = konst., und es gilt f n {ja) — > 0 bis auf eine Null- 
menge gewiß, da wegen o n [— ►] a die Grenzgleichung a n — a (/*) — ► 0 
an allen Stetigkeitsstellen der nicht abnehmenden Funktion o(ji), also 
mit eventueller Ausnahme einer abzählbaren Punktmenge sicher zu- 
trifft. Setzt man daher f{ju) = 0, so gilt nach dem Satz, den wir nach 

b b 

Arzelä benannt haben (S. 90), f f m dju-—> J fdjit = 0, w. z. b. w. 

a a 

Es gilt übrigens R n {X)— +R{X) nicht nur für ein jedes nicht 
reelle X, sondern auch gleichmäßig auf jedem Kreisbereich, der die 
reelle Achse nicht trifft. Mit Rücksicht auf den Satz von Vitali genügt 
es zu beweisen, daß die Funktionen R n (A) auf jedem derartigen Kreis- 
bereich gleichmäßig beschränkt sind. Dies wissen wir jedoch bereits 
von S. 92 her. Wir haben dort nämlich die Abschätzung des Re- 
solventenintegrals mittels der Totalschwankung der Belegung aus- 
geführt, und die Totalschwankung von o bleibt wegen (175) unterhalb 
einer von n unabhängigen Schranke. — Aus demselben Grunde gilt 
R n {X)—+R(X) gewiß, und zwar gleichmäßig, auch auf jedem die reelle 
Achse treffenden Kreisbereiche, der in einem etwas größeren Kreise 
liegt, welcher nur Konstanzstellen der o n enthält. 

§ 48. Oberbereich und Unterbereich. Der Grommer- 
Hamburgersche Fundamentalsatz. 

Wir lassen nun in (175) die Bedingung o n [— ►] o fallen, und setzen 
etwa die Normierung a n (+ 0) + o n {— 0) = 0 voraus, so daß 

(177) | o„ Ou) | £ ] | da n (,«) \£M, do n ^0; o n (+ 0) + a n (- 0) = 0 

— 00 

gilt. Wir setzen ferner voraus, daß es einen Kreis K gibt, auf 
welchem die R n (X) gegen eine Grenzfunktion F(X) konvergieren, deren 
Darstellbarkeit als ein Resolventenintegral nicht vorausgesetzt wird. 
Dies wird sich vielmehr, mit Rücksicht auf den soeben bewiesenen 
Grommerschen Satz, von selbst ergeben. Wir beweisen nämlich, daß 
es ein o mit o n [— >] o gibt. Es handelt sich also um eine Umkehrung 
des Grommerschen Satzes. — Der Beweis verläuft so. Wäre die 
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Umkehrung unrichtig, so würde es wegen (177) nach § 38 zwei Teil- 
folgen geben derart, daß o hn [— *]a*, o jn [— *]o** gilt und o* nicht 
[=] o** ist. — Bezeichnen R* und R** die zu o* bzw. o** gehörigen 
Resolventenintegrale, so gilt nach dem vorher bewiesenen Grommerschen 
Satz R hn -^R* und R jn -^R** z.B. in der oberen Halbebene. Nun 
strebt aber R auf K, also nach dem Vitalischen Satz überhaupt, 
gegen F. Erst recht gilt also R hn -^F, Rj n ^»F und daher offenbar 
R* = F, R** = F, mithin R* = R**. Die Stieltjessche Umkehrformel 
(168) ergibt daraus 

°* W - K (+ o) + o* (- 0)] = a** oo - [o** (+ 0) + o** (- 0)] 

für alle Stetigkeitsstellen, und die beiden [ ] sind hier wegen der 
dritten Beziehung (177) gleich Null. Es bleibt also a* [=] a**, während 
sich vorhin auch das Gegenteil ergeben hat. Unsere Annahmen sind 
also widerspruchsvoll, w. z. b. w. — Es gilt demnach das folgende 

Konvergenzkriterium von Grommer-Hamburger. Es sei für 
die Folge [o n (ju)} die Bedingung (177) erfüllt, und es sei [R n (X)} die Folge 
der zugehörigen Resolventenintegrale. Der Grenzwert lim R n (X) ist 

n=+ oo 

dann etwa für alle nicht reelle X dann und nur dann vorhanden, wenn 
es eine Grenzbelegung o mit o n [— >] o gibt; und zwar gilt dann 

+ 00 +00 

(178) lim f f 

^ ' „=+00 J X ~f J 

— 00 —00 

+ 00 

d.h. die beiden Grenzprozesse 11— ■> + / dürfen vertauscht werden. — 

— 00 

Die durch die Stieltjessche Umkehrformel ausgesprochene Ein- 
eindeutigkeit der Abbildung des „Oberbereiches" der Belegungen 
auf den „Unterbereich" der Resolventenintegrale besteht also auch für 
die sinngemäß festgelegten Grenzelemente. — Man beachte, daß, 
wenn auch o n [—+] o bzw. R n [—*] R nicht gilt, konvergente Teilfolgen 
wegen (177) nach S. 78 bzw. S. 83 gewiß vorhanden sind, und daß 
beidemal die zur Auswahlfolge gehörigen Grenzelemente nach S. 82 
bzw. S. 83 von der Art der Auswahl dann und nur dann unabhängig 
sind, wenn das Auswahlverfahren überflüssig ist. — Die Gesamtheit 
aller nicht reellen X können wir freilich in dem Grommerschen 
Kriterium mit Rücksicht auf den Vitalischen Satz z. B. auch durch ein 
offenes Intervall ersetzen, das keine Nichtkonstanzstelle der o enthält 
oder nicht auf der reellen Achse liegt, usf. 
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§ 49. Differential und linearer Operator. 

Durch den vorangehenden Fundamentalsatz wird die Korrespondenz 
des „Stieltjesschen Differentials" do(jj) und des zugehörigen Resolventen- 
integrals R (X) restlos beschrieben. Sobald es sich aber darum handelt, 
zwei Resolventenintegrale miteinander zu vergleichen, so erweist sich 
dieser Apparat noch als zu grob. Um z. B. die Resolventenmatrizen 
unendlicher Hermiteschen Matrizen miteinander näher in Beziehung 
setzen und damit die Frage der unitären Äquivalenz beantworten zu 
können, muß man vielmehr nach Hellinger die Belegung d o (ja) aus 
gewissen „getrennten" Normalbestandteilen additiv aufbauen. Diese 
additive Trennung ist, wie wir sehen werden, der Natur der Sache 
nach nicht eindeutig, indem die einzelnen Summanden auf die ver- 
schiedensten Weisen „Normalbestandteile" bilden können. Wir werden 
uns zunächst nur mit den einzelnen Normalbestandteilen beschäftigen 
und kommen auf die additive Trennung selbst erst bei den unend- 
lichen Matrizen zurück. — Wir beginnen mit einer Zerlegungsaufgabe 
von „do(ju) u , die ganz anders, nämlich nicht additiv ist, sondern wie 
folgt lautet: 

<« 9 > "«w-W 

(der Sinn dieser „Formel" soll später präzisiert werden). Hierin ist 
o^jLi) eine gegebene, nicht abnehmende Funktion; die Nennerfunktion 
q(ja) wird vorgeschrieben und ist ebenfalls nicht abnehmend; die 
Funktion t(jli) wird gesucht und soll sozusagen das infinitesimale 
Tempo des Anwachsens der Funktion o (ju) in bezug auf die Basis 
g(ju) beschreiben. Die Frage nach der Lösbarkeit von (179) bei ge- 
gebenem o und o bezeichnen wir als das zur Basis q gehörige 
Hellingersche Zerlegungsproblem von o. Diese Zerlegung ist von der 
additiven Trennung unabhängig und schließt diese in sich, in dem 
sie eben die Normalgestalt der einzelnen Summanden liefert. Die 
additive Trennung kann u. a. darum auf die verschiedensten Weisen 
herbeigeführt werden, weil für die einzelnen Summanden die Basis 
gewissermaßen willkürlich vorgeschrieben werden kann. Doch wird 
es sich in diesem Kapitel, wie gesagt, nur um (179) handeln. Wir 
werden dabei, da wir es nur mit Stielt j esschen Integrationen zu tun 
haben, annehmen können, daß o (ja) von rechts stetig ist. Nun ist 
aber die Zerlegung des rein sprunghaften Bestandteiles ö trivial [vgl. (142)] 
und läßt sich übrigens, wie Hellinger und Toeplitz gelegentlich ihrer 
Untersuchung über Jacobische Matrizen bemerkt haben, mit derjenigen 
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von o unmittelbar koppeln. So können wir daher wegen (126) an- 
nehmen, daß o (ju) durchweg stetig ist. 

Leider muß ich, um die Rahmen dieser Schrift nicht zu zersprengen, 
auf ins einzelne gehende Beweise, die stark in der Richtung der reellen 
Funktionentheorie liegen, verzichten und mich auf einen gemeinverständ- 
lichen Bericht über die Probleme der Zerlegungstheorie beschränken. 

Es ist unnötig zu betonen, daß der Ausdruck „ Stiel tjessches Diffe- 
rential" nicht in dem üblichen Sinne des Wortes Differential zu ver- 
stehen ist. Hat o (/Li) etwa eine stetige Ableitung, so ist do(ju) ver- 
möge des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung gewiß nicht sinnlos. 

Dann ist nämlich A o (x) = do ^ A % -f- g, wobei der Fehler e von einer 

a \ ' d/ii a 

höheren Ordnung als A x ist, indem e / A % — ► 0 , a — ► /Li sogar gleich- 
mäßig gilt (vgl. hierzu S. 52). Doch braucht die Funktion o, auch 
wenn sie stetig ist, nicht durchweg differentiierbar zu sein, und der 
Ausdruck „StieltjesschesDifferential" gewinnt erst etwa durch die Stieltjes- 
sche Umkehrformel einen klaren Sinn. Ist o unstetig, so braucht ,,^a(^)" 
nicht „unendlich klein" zu sein, es hat vielmehr, in Hinblick auf seinen 
Beitrag zu j f (jli) do(ju) , den „Wert" 

a (ja + 0) — a {ja - 0) = A o + 0. 

Führt man die Verteilungsfunktion o(jLi) = 0, fx < ti\ o(ju) = 1, jli ^ a 
ein, so erkennt man, daß der Stieltjessche Integralbegriff auch die 
Diracschen Deltafaltungen als ein mathematisches Äquivalent umfaßt 
und dabei begrifflich bequemer (und rechentechnisch wenigstens nicht 
wesentlich unbequemer) ist. Daß es so sein muß, geht grundsätzlich 
auch aus einem F. Rieszschen Satze der Funktionalrechnung hervor. Es 
bezeichne nämlich A (f) einen distributiven Operator der für 0 < jli <! 1 
erklärten stetigen Funktionen / [fj) . Es sei also zu jedem solchen / eine 
Zahl A(f) derart zugeordnet, daß 

A ( Cl /, + c, U) = c,Ä (/J + c 2 Ä (f 2 ) 

gilt. Es möge ferner der Operator in dem Sinne stetig, also „linear" 
sein, daß, wenn das zu 0 <^ jli <C 1 gehörige Maximum der Abweichung 
I f n (f 4 ) ~~ f M ! ^ er beiden Funktionen f n , / für n — > oo gegen Null 
konvergiert auch A (/J — ► A (/) gilt. Der F. Rieszsche Satz, der übrigens 
aus den oben entwickelten Hellyschen Sätzen in einigen Zeilen folgt, 
besagt nun, daß es eine von / unabhängige Funktion von beschränkter 

i 

Schwankung, o, gibt derart, daß A (/) = j f(ii) da (ii) wird. Und zwar 

o 
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ist o durch den Operator A in allen Stetigkeitsstellen im Innern von [0, l] 
und außerdem für /li = 0 und ju = 1 bis auf eine additive Konstante 
vollständig bestimmt. Man erkennt dies, indem man auf die C. Neu- 
mannsche Reihe 

n=0 

die Stieltjessche Umkehrformel anwendet (Satz von Lerch). Bei unend- 
lichen Intervallen ist freilich der Sachverhalt komplizierter. Vgl. Kap. VI. 

§ 50. Das Hellingersche Zerlegungsproblem, 
a) Die beiden Funktionenpaare. 

Es seien r (^u), q (/x) zwei für — oo < /li < -J- oo erklärte stetige 
Funktionen von beschränkter Schwankung, die für fi— ► — oo ver- 
schwinden; q(li) sei darüber hinaus monoton nicht abnehmend (also 
reellwertig). Es möge ferner eine (also nicht nur eine) stetige, monotone 
und beschränkte Hilfsfunktion F( t u) vorhanden sein derart, daß für 
alle Intervalle a : a ja ß die Ungleichheit 

(180) \dr\* £z\ Q .AF (4q>0, ^F^O) 

gilt. Wir sagen dann, das Funktionenpaar (r, q) bilde ein Hellingersches 
Funktionenpaar erster Art. Dieser Begriff ist offenbar asymmetrisch 
in t, q } da (q, r) kein Funktionenpaar erster Art zu sein braucht. 

Sind q (jli) 3 o(jjl) zwei für — oo < fx < -f~ oo erklärte, monoton nicht 
abnehmende, für ju— ► — oo verschwindende, stetige und beschränkte 
Funktionen, so sagen wir, [q, a] = [o, q] bilde ein Hellingersches 
Funktionenpaar der zweiten Art. Diese Beziehung ist also symmetrisch. 

b) Der Operator erster Art. 

Es sei a = a 0 < a 1 < a 2 < . . . < ax-i < u$ = ß eine Einteilung des 

Intervalles a = [a, ß], man setze a y = [(X v li a v ] und man bilde die 
Summe 

(181) 2*%L (^^0), 

v=l a u v 
v 

wobei (r,Q) von der ersten Art ist, so daß x{jj) wegen (180) auf a 

gewiß konstant ist, wenn o (jll) auf a konstant ist. Aus A q = 0 folgt 

daher At= 0. Ist in (181) der Nenner, also auch der Zähler = 0, 

so wollen wir den „Quotienten" gleich Null setzen, wodurch (181) in 
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allen Fällen eindeutig erklärt ist. Man überzeugt sich leicht mittels 
der Schwarzsehen Ungleichung, daß wegen (180) 

(182) Q^L^J.^^^* 2\ = a 

a v~l a v — 1 

gilt. Die Summe (181) verkleinert sich also bei Weiterteilung der a y 
gewiß nicht, bleibt jedoch unterhalb einer nur von a abhängigen 
Schranke, die wegen der Stetigkeit der Funktion F nach Null kon- 
vergiert, wenn a auf einen Punkt P zusammenschrumpft. Beachtet 
man noch, daß dies gleichmäßig gilt für alle P eines jeden endlichen 
Intervalles, auf welchem ja F gleichmäßig stetig ist, so erkennt man 
nach sinngemäßer Wiederholung einer aus den Elementen bekannten 
Schlußweise (vgl. S. 84), daß die Summe (181) in dem auf S. 47 präzi- 
sierten Sinne einem Grenzwert zustrebt, wenn die Teilungen von 
a = [a, ß] unendlich fein werden. Man bezeichnet diesen von Hellinger 
eingeführten Grenzwert mit 

< i83 > /w- 

a 

Da die Summe (181) sich bei der Weiterteilung nicht verkleinert, so 
gilt wegen (180) 

I A I 2 ß 

(184) o^\^1^\JiML M f-, ._[«,/q. 

a a 

Da F(ju), also auch AF nach Voraussetzung unterhalb einer festen 
Schranke liegt, so bleibt (183) wegen (184) für cc — ► — oo oder ß —> -{- oo 
beschränkt und nimmt dabei nicht ab, strebt also endlichen Grenz- 
werten zu, wodurch (183) auch für cc= — oo, ß = -f - oo erklärt werden 
kann. Setzen wir 

(185) o(At) = jlflMÜ; o(-oo) = 0, 

— cc 

so ist der Ausdruck (183) der Stetigkeit zufolge offenbar = Ao f und (180) 
geht über in 

(186) IzJtI 2 < Aq-Ag, 0<Ao<AF. 

sl I ~ ■ ~ — a s a a 

Demnach ist die mittels (185) erklärte Funktion a derart, daß in (180) 
die an sich willkürliche Hilfsfunktion F gewiß = o gesetzt werden 
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kann, da o wegen der zweiten Ungleichheit (186) stetig ist. Wegen der- 
selben Ungleichheit gibt es keine Hilfsfunktion F, die von langsamerem 
Wachstum wäre als o. Ist aber F vom selben Wachstum wie g, so 
daß Ao = ^F gilt, so muß, da o und F nach Null konvergieren, 
wenn der untere Endpunkt von a ins negative Unendliche rückt, auch 
o (/i) = F (ju) gelten. Die Funktion (185) kann also dahin charakteri- 
siert werden, daß sie in (180) für (t, 6) die „Hilfsfunktion vom langsam- 
sten Wachstum" darstellt. Dieser Umstand erhebt die zwischen den 
Differentialen hingeschriebene „Gleichung" 

zu einer inhaltsvollen Aussage. Doch ist dabei folgendes zu beachten: 
Es ist uns (t, q) gegeben, wir leiten daraus o vermöge (185) ab, und 
dann gilt (187). 

c) Das Umkehrproblem. 

Uns interessiert jedoch die umgekehrte Fragestellung, wobei o und 
q gegeben sind und % gesucht wird. Diese Aufgabe bezeichnen wir 
als das Hellingersche Zerlegungsproblem von o mit Bezug auf die 
Basis q. Wir wollen also (187) nach z auflösen. Genauer ist unter 
dem Hellingerschen Zerlegungsproblem folgendes zu verstehen. Es 
sind zwei nicht abnehmende, stetige, beschränkte, für ii — > — oo ver- 
schwindende Funktionen o, q gegeben. Sie bilden also im Sinne von 
S. 108 ein Funktionenpaar der zweiten Art. Es wird eine Funktion t (li) 
gesucht, welche die beiden folgenden Eigenschaften hat: 

1) Das Funktionenpaar (r, q) ist von der ersten Art. 

[Es gibt also stetige, beschränkte, für li — > — oo verschwindende, 
der Bedingung (180) Genüge leistende Funktionen F(ju). Folglich kann, 
wie wir wissen, die stetige, nicht abnehmende, für ti—+—oc ver- 
schwindende Funktion 

— 00 

gebildet werden; sie ist die Hilfsfunktion von dem langsamsten 
Wachstum.] 

2) Darüber hinaus wird von r(ju) verlangt, daß 
(189) 

wird, wobei o[li) die vorgegebene, zu zerlegende Funktion bedeutet, 
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während £ (ju) durch (188) eindeutig erklärt ist. Diese Bedingung 2) 
verlangt also eine Eigenschaft sui generis, indem die Eigenschaft (189) 
den beiden, bereits vorliegenden Funktionen f , o entweder zukommt 
oder nicht zukommt. 

Dann und nur dann ist es inhaltsvoll zu sagen, daß die vorgelegte 
Funktion o mit Bezug auf die vorgelegte Basis g gemäß (187) zerlegt 
ist, oder daß (185) nach x aufgelöst werden kann, wenn wir t den 
beiden Bedingungen 1), 2) gemäß wählen können. 

d) Die erste Hälfte des Umkehrproblems: der Operator zweiter Art. 

Wir zeigen zunächst, daß 1), der erste Teil des Hellingerschen 
Umkehrproblems, immer gelöst werden kann. Es wird sich sodann 
darum handeln, ob es unter den Lösungen r(ju) der Teilaufgabe 1) 
immer auch eine solche gibt, welche der Bedingung 2) genügt. 

Die Teilaufgabe 1) verlangt, zu einem vorgelegten Funktionenpaar 
[ö, @] = [q } o] der zweiten Art eine Funktion t(/i) derart anzugeben, 
daß (t, q) von der ersten Art ist. Diese Teilaufgabe beschäftigt sich 
mit o überhaupt nicht. Doch wollen wir sogleich eine Lösung von l) 
herleiten, in welche auch o eingeht, um dadurch später auf 2) Bezug 
nehmen zu können. 

Wir werden nach Hellinger bei jedem [a, g] durch einen zu (181) 
analogen Prozeß einen zu (183) analogen Operator 

ß ß 

(190) jido(/i)dQ(ji) = J ydQ(ju)do(/i) 

a a 

einführen, der auch für a = — oo, ß = ~\- oo einen Sinn hat. Setzen 
wir sodann 

(191) r] {/i)= Jido(!i)dQ<ji), 

— x 

so ist t = ?7 eine Lösung von l). 

N 

Es sei [o, g] von der zweiten Art, und es bezeichne a — ■■ a v 

eine Teilung von a. Es gilt Ag^>0, zla^O. Unter ~\l A soll für 
^4 ^> 0 immer die nicht negative Bestimmung der Wurzel verstanden 
werden. Aus der Schwarzsehen Ungleichheit folgt für die zu (181) 
analogen Summen 

(192) J fÄQ fJä 
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n 

wegen £ Aq = Aq sofort 

N n 

(193) 0<UiApA o <iA Q Aa; U\ = ^, 

so daß die Summen (192), in genauem Gegensatz zu den Summen (181), 
bei der Weiterteilung nicht zunehmen können. Sie streben, aus den 
selben Gründen wie die Summen (181), bei unendlich fein werdender 
Teilung von a = [cc,ß] in dem auf S. 47 erklärten Sinne einer Grenze 
zu, die mit (190) bezeichnet wird. Dieses Integral nimmt nicht ab, 
wenn a abnimmt oder ß wächst, bleibt jedoch, wie aus (193) mit 
a=[ — oo, -f- oo] wegen Aq^.0, Ao^iO mit Rüchsicht auf die Be- 
schränktheit von q und o folgt, unterhalb der festen Schranke 

(194) y[e(+oo) -Q(-oo)] [a(+oo - a(-oo")J < + oo, 

strebt also für a— >— oo, ß— >-\-oc endlichen Grenzen zu. Da (192) 
bei der Weiterteilung nicht zunehmen kann, so ist wegen (193) auch 
der Ausdruck (190), für welchen wir gemäß (191) offenbar Ay schreiben 
können, gewiß <^ als die obere Schranke in (193), d. h. es ist 

(195) 0 <; Zf ?/ <; l 1 AqAo. 

Der Vergleich von (195) mit (180) ergibt, daß (i], o) ein Funktionenpaar 
der ersten Art bildet (p ist dabei die Hilfsfunktion), so daß t = t], 
wie behauptet, eine Lösung des Teiles 1) des Hellingerschen Zerlegungs- 
problems darstellt. Es sei tf irgendeine andere, nicht abnehmende, 
für /u—>—oo verschwindende Lösung, welche die Hilfsfunktion er 
zuläßt, so daß für alle a 

(196) 0£A,f £)IJ<ffo, 
also auch 



N N 




gilt. Die linke Seite ist offenbar = A rj* 9 die rechte strebt bei un- 
begrenzt verfeinernden Teilung der Grenze (190) zu, die aber = A r) ist, 
so daß Ar]* <i Aq ausfällt. Gilt hierbei das Gleichheitszeichen stets, 
so folgt wie auf S. 110, daß if(ju) = rj(ju) ist. Mithin läßt sich (191) 
dahin charakterisieren, daß sie unter den der Bedingung (196) genü- 
genden, nicht abnehmenden, für jn — * — oo verschwindenden Funk- 
tionen die „Funktion vom raschesten Wachstum" ist. 
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e) Die Normierbarkeit der zweiten Hälfte des Umkehrproblems. 

Der Teil 1) des Zerlegungsproblems ist damit erledigt. Wir gehen 
zum Problem selbst über, indem wir 2) nicht mehr außer acht lassen, 
und müssen zunächst die folgende Bemerkung vorausschicken: Istr(^) 

eine Lösung des Zerlegungsproblems [d. h. von 1) und 2)], so ist 

ii 

auch t # = j\dr(jLi)\, d.i. die Totalschwankung, eine Lösung. 

— XI 

Denn zunächst ist | A % | der Betrag der Differenz der beiden Werte, 
die x in den Endpunkten von a v annimmt, also gewiß <^ als die 
Totalschwankung auf a y , d. h. es gilt \Ax I < I A x I, also offenbar auch 



( S) J d Q M ^ J 



(Wi 



sobald der Ausdruck rechterhand überhaupt einen Sinn hat, also gewiß 
dann, wenn es nicht „gleich -f oo" ist, genauer, wenn (t # , q) ein Funk- 
tionenpaar der ersten Art bildet, was jedoch, wie wir jetzt zeigen, immer 
zutrifft. Zunächst ist nämlich x eine Lösung, also hat das Integral (185) 
einen Sinn, (r, q) ist ein Paar der ersten Art, und (180) gilt, wie wir 

N N 

wissen, auch noch für F = o. Mithin gilt 2J\Ar\<^ SiAqAo, 
also, der Schwarzsehen Ungleichung zufolge, erst recht 



v=l 1 v I 



yN N 
2 Ao. 



Die rechte Seite ist hierbei offenbar =VApAo, die linke strebt bei 

' a ^* a 

ß 

unbegrenzt verfeinernden Teilung der Totalschwankung J\da(ji)\ zu; 

a 

diese ist, da nach Definition (p) = J\ do(/u) | gilt und da r # (ji) stetig 

— ao 

ist, wegen [a, ß] = a nichts anderes als dr^; augenscheinlich ist also 
(199) Mr I 2 < AqAo, 

a * = a ^ a ' 

so daß (t # , q), wie behauptet, von der ersten Art ist. 
Aus (199) folgt 

Wintner, Spektraltheorie. 8 
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also auch f < Ao 3 mithin 

o 

fl u 

mfyZffi&to-«-<»)-oM, wobei a (At )=J^Mr 

— oo — oo 

ist, da t nach Voraussetzung eine Lösung des Zerlegungsproblems 
gibt. Aus (200) folgt nun, daß in (198) nicht nur das Zeichen 
sondern auch das Zeichen also in Wirklichkeit nur = gilt. Damit 
ist gezeigt, daß zugleich mit t auch die Totalschwankung eine 
Lösung des Zerlegungsproblems darstellt. 

f) Die Unlösbarkeit des Umkehrproblems. 

Wenn also das Zerlegungsproblem überhaupt eine Lösung hat, so 
hat es auch eine nicht abnehmende Lösung. 

Hellinger hat nun an Beispielen gezeigt, daß die Funktion (191) 
bei geeignetem [q, g] sehr wohl identisch verschwinden kann, trotzdem 
dabei weder q noch o konstant ist 1 ). Andererseits ist (191) diejenige, 
für ju— > — oo verschwindende, nicht abnehmende Funktion, welche 
unter der Nebenbedingung (195) vom raschesten Wachstum ist. Diese 
Nebenbedingung ist aber für alle etwaigen Lösungen des Zerlegungs- 
problems erfüllt. Denn o ist eine brauchbare Hilfsfunktion F in (180) 
[allerdings diejenige vom langsamsten Wachstum]. Es ist also sehr 
wohl möglich, daß das Zerlegungsproblem bei nicht identisch ver- 
schwindenden o und q höchstens die Funktion r (ju) = 0 als eine 
nicht abnehmende (für ju— * — oo verschwindende) Lösung zulassen 
kann. Dann müssen aber auch diejenigen eventuellen Lösungen iden- 
tisch verschwinden, die nicht nichtabnehmend sind. Denn ist % eine 
Lösung, so ist t eine nicht abnehmende Lösung, und aus r = 0 



x ) Es liegt darin nichts erstaunliches, daß (191) identisch verschwinden kann, 
trotzdem die Glieder der Näherungssummen (192), deren Grenzwert (191) ist, 
durchweg >• 0 sind. Man denke nur an das folgende diskontinuierliche Analogon, 
das, wenn es auch weniger tief liegt, in nuce die ganze Erscheinung enthält: 
Es ist sehr wohl möglich, daß 



lim 2\i A r n) B l n) I = 0 
n— oc v=i 

ist, trotzdem jedes und B^ >> 0 ausfällt. Um dies einzusehen, braucht 

man nur — = , v — 1, 2, . . . , n zu setzen. — Die Sache gelingt 

also jetzt sogar dann, wenn A^ —B^ ist; oben freilich nur dann, wenn 
man o =j= q zuläßt. 
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folgt offenbar x = 0 . Es könnte also höchstens die Funktion x = 0 
eine Lösung sein. Sie ist aber keine Lösung, da sonst a(ju) wegen 
(181), (185) identisch verschwinden würde, was nicht der Fall ist. 
Folglich ist das Zerlegungsproblem im allgemeinen unlösbar. 

Des näheren ist der Sachverhalt der folgende. Hellinger hat ge- 
zeigt, daß, wenn ^ 

P 

nach r aufgelöst werden kann, der Operator zweiter Art, r = J y dq do, 

— oo 

gewiß eine (nicht abnehmende) Lösung liefert. Doch ist die kursiv 
gesetzte Prämisse nicht immer erfüllt. Man erinnere sich hier an 
die bei 2) gemachte Bemerkung (S. 111) , daß es sich um Eigen- 
schaften sui generis handelt. — Der Algorithmus ist freilich ver- 
lockend, es liegt ja nahe, wie folgt schließen zu wollen: da die stetige 
p 

monotone Funktion J ^dgda nach den bei l) bewiesenen immer ge- 

— QO 

bildet werden kann, so folgt 

(201) J = J 11£<^L= J do = o, 

q. e. d. — Um dieses Vorgehen nicht nur einfach mit der allgemeinen 
Bemerkung abzutun, daß man mit Differentialen eigentlich nicht einmal 
dann rechnen sollte, wenn man es vorher fundiert hat, möge man 
folgendes bedenken: zwar ist (187) in dem auf S. 110 erklärten Sinne 
inhaltsvoll und ebenso ist die Beziehung 

(202) drj (ju) = pQ{fA)ia(ji) 

mit Rücksicht auf die bei (196) bewiesene kennzeichnende Extremal- 
eigenschaft von 7] (/u) sinnvoll; es handelt sich aber nicht um dieselbe 
Extremaleigenschaft, sondern einmal um ein minimales, das anderemal 
um ein maximales Wachstum (dem entspricht es, daß, wenn man 
von den Konstanzstrecken absieht, die Näherungssummen bei dem 
Prozeß der Weiterteilung für den ersten Operator nur wachsen, für 
den zweiten aber nur abnehmen — und u. U. auch bis zur Null ab- 
nehmen 1 )). — Hellinger führt den Nachweis dafür, daß, wenn 

n ° - S^f 

— oo 

x ) Vgl. die vorige Fußnote. 

8* 
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eine Lösung t hat, r = f ]!dodo eine Lösung ist, dadurch, daß er zeigt, 

— 00 

daß das Rechnen (201) in der umgekehrten Richtung £ -mäßig legalisiert 

£ , 

werden kann. Genauer ausgedrückt: die Gleichung r = J ydgdo kann 

— qo 

bei gegebenen x und £> in bezug auf o ohne Einschränkung aufgelöst 
werden, und zwar ist (*) gewiß eine Lösung. Doch gibt es, wie wir 
wissen, für dieses Umkehrproblem zweiter Art möglicherweise auch 
weitere nicht abnehmende Lösungen. Denn ist r = 0, ohne daß q = 0 

u 

wäre, so bleibt o in % = j ] ! dodo ganz und gar willkürlich. Die 

— oc 

evtl. wesentlich mehrdeutige Lösbarkeit des zweiten Umkehrproblems 
bedingt so die eventuelle Unlösbarkeit des ersten. 

g) Das Kriterium der Lösbarkeit. 

Hellinger hat nun das Kriterium gefunden dafür, daß sein Zerlegungs- 
problem lösbar ist (es ist von jetzt an stets das eigentliche Umkehr- 
problem gemeint, bei welchem r gesucht wird ; das andere, immer lös- 
bare Umkehrproblem ist für spektrale Zwecke nur ein Hilfsmittel und an 
sich wertlos). Es ist also ein Funktionenpaar zweiter Art, [q, g] = [er, q], 
gegeben und es wird nach einer nicht abnehmenden Funktion r ge- 
fragt, welche die Bedingungen 1), 2) von S. 110 befriedigt. Es be- 
zeichne die Menge derjenigen Punkte auf der //-Achse, in deren 
Umgebung die Basisfunktion o (ju) nicht konstant ist. Es sei N irgend- 
eine Teilmenge von M^, und P(N) diejenige Punktmenge auf. der 
q- Achse, auf welche N vermöge der Beziehung q = q(ju) abgebildet 
wird, endlich Z (N ) das durch o = o (ju) entworfene Bild von N auf 
der o- Achse. Damit es nun ein r (ju) von der verlangten Beschaffen- 
heit gibt, ist, wie Hellinger bewiesen hat, notwendig und hinreichend, 
daß, sobald für irgendeine Teilmenge N von M o das £-Bild P(N) 
eine Nullmenge ist, das a-Bild Z(N) desselben N ebenfalls eine Null- 
menge darstellt. (Die Bedingung fällt also, wie es mit Rücksicht 
auf (180) auch zu erwarten war, in o, o asymmetrisch aus.) Es ist dabei 
angenommen, daß P (M ), das bei Matrizen einfach das Spektrum ist, 
ganz im Endlichen liegt, doch dürfte die Behandlung des allgemeinen 
Falles auf keinerlei grundsätzliche Schwierigkeit stoßen. 

Betrachten wir den einfachsten Fall. Es sei o(ju) = l für ju, ^ 1, 
= 0 für ju < 0, und stetig und ohne Konstanzstrecken wachsend für 
0 <! ju ^ 1, während q (ju) = 0, = /* oder = 1 ist je nachdem /u 0, 
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0 <j ju < 1 oder /t ^> 1 gilt, so daß es sich um das Umkehrproblem 




o 



handelt, wobei x (jli) für 0 <J ju < 1 gesucht wird. Hier ist das 
Einheitsintervall [0, 1], also darf N eine beliebige Teilmenge von [0, 1] 
sein. Ferner ist P(N) wegen q(jli) = ju mit N identisch. Das 
Hellingersche Kriterium verlangt also einfach, daß vermöge der Ab- 
bildung o = o (jli) jede Nullmenge des Intervalles 0 <^ jli <1 1 in eine 
Nullmenge der o- Gerade übergeht. Nun kann die reelle Funktionen- 
theorie stetige, monotone Funktionen o aufweisen, die nicht jede Null- 
menge auf eine Nullmenge abbilden, trotzdem sie keine Konstanz- 
strecke haben. Man bezeichnet diese Funktionen als nicht „totalstetig 
(absolutstetig, absolument continue)-'. — Ist also o nicht totalstetig, so 
ist das Umkehrproblem (203) unlösbar und umgekehrt. 

Eine Wiedergabe des Beweises des Hellingerschen Kriteriums würde 
bereits im Spezialfälle (203) eine ausgiebige Verwendung der Borel- 
Lebesgueschen Maßtheorie erfordern. Wir müssen uns versagen, auf 
diesen Gegenstand näher einzugehen. 

Der Zusammenhang des Hellingerschen Umkehrproblems mit dem 
gewöhnlichen möge dennoch angedeutet werden. Es handelt sich um 
die Frage, inwiefern die Differentiation als die zu der unbestimmten 
Integration inverse Operation betrachtet werden kann, bzw. umgekehrt. 

h) Vergleich mit der Lebesgueschen Theorie. 

Ist o (jli) eine für 0 <i jli <^ 1 erklärte stetig diflerentiierbare Funktion 

mit der Ableitung o' (jli), so wird = o' (jli) durch o=J o f (ju)djLi 

aufgelöst und umgekehrt, das Integral zunächst nur im Riemannschen 
Sinne verstanden. Ist die Ableitung o' (jli) durchweg vorhanden und 
beschränkt, ohne stetig zu sein, so ist sie, wie Volterra vor vielen 
Jahren gezeigt hat, u. U. im Riemannschen Sinne nicht integrierbar, 
so daß das Umkehrproblem in diesem Rahmen nicht einmal in 
Angriff genommen werden kann. Hier haben nun Lebesgue, später 
Denjoy und auf eine mehr direkte Weise Perron eingegriffen. Uns 
interessiert nur der Fall, wenn o durchweg stetig und monoton nicht- 
abnehmend ist. Nach Lebesgue ist dann o' (ju) mit evtl. Ausnahme 
einer /i- Nullmenge, die nicht abzählbar zu sein braucht, gewiß vor- 
handen; ist o'( / a) = -j-oo oder = — oo, so wird ju nicht als eine 
Stelle der Differentiierbarkeit betrachtet, ist also ein Punkt der Null- 
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menge. Man setze = o r (/a), wenn o' (li) in dem vorhin auseinander- 
gesetzten Sinne vorhanden ist, und sonst, d. h. auf der Nullmenge, setze 
man % (/li) etwa = 0. Dies ist ganz belanglos, das Lebesguesche Integral 
ist ja Nullmengen gegenüber unempfindlich. Diese Funktion % (li) hat 

im Sinne von Lebesgue stets ein unbestimmtes Integral d(/u) = j x(Li)dju, 
also sogar dann, wenn sie nicht beschränkt ist. Dies entspricht gewisser- 
maßen dem Umstand, daß der Teil 1) des Hellingerschen Umkehr- 
problems stets gelöst werden kann; dem Teile 2) entspricht ebenso die 
Frage, ob 0(ju) mit o{jjl) mindestens in denjenigen Punkten identisch sein 
muß, wo o (ja) existiert, wo also % (ja) gewiß =(=0, d. h. > 0 ist. Die 
Antwort ist wieder verneinend. Damit sie bejahend wird, muß o(/u) 
eine Eigenschaft sui generis, diejenige der Totalstetigkeit haben. Das 
unbestimmte Integral 0 (ju) ist nämlich immer totalstetig. Ist umgekehrt o 
totalstetig, so gilt a = 6 für alle li, wo o' vorhanden ist. Im all- 
gemeinen ist jedoch 0 nur der totalstetige Bestandteil in einer von 
Lebesgue und Carathdodory herrührenden additiven Zerlegung der 
stetigen monotonen Funktion o. — Jede in der Gestalt eines unbe- 
stimmten Lebesgueschen Integrals darstellbare Funktion ist totalstetig. 

Also gibt es stetige monotone Funktionen a (/<*), bei welchen das 

ß 

Umkehrproblem a(/i) = fxif^dii auch dann unlösbar ist, wenn man 
o 

von den Punkten, wo o' (/li) nicht existiert, absieht. Es ist übrigens 
eine formale Überlegenheit des StieJtjes- Hellingerschen Algorithmus 
gegenüber des Leibniz- Lebesgueschen, daß dieser eben nur „Differen- 
tiale" kennt und den Begriff der Ableitung folgerichtig vermeidet (oder, 
wenn man will, preisgibt). Es wird dadurch erreicht, daß, wenn o (/li) 
eine stetige, nicht abnehmende, für li = 0 verschwindende Funktion 
bezeichnet, die vier Integrale 

fl /LI f.1 II 

0 0 0 0 

wobei das erste im Stieltjesschen, die beiden letzten im Hellingerschen 
Sinne gemeint sind und das zweite die Totalschwankung bedeutet, 
wie aus den Definitionen hervorgeht, miteinander identisch sind. Wegen 
o(0) = 0 und mit Rücksicht auf die Stetigkeit von o sind sie also nach 

(146) gleich o(ju). Hingegen ist die Beziehung Jo f (ii)dLi = o(ja), 

0 

nach den vorangehenden, bei nicht totalstetigem o gewiß unrichtig. 
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Die Beziehungen des Operators (183) zu dem Lebesgueschen 
Integralbegriff sind bereits von Hellinger betrachtet worden. In seiner 
Dissertation, in der die vorstehende Theorie zur Lösung des Äquivalenz- 
problems unendlicher Hermiteschen Matrizen entwickelt wird, beweist 
Hellinger den Fischer-F. Rieszschen Satz, der alle im Lebesgueschen 
Sinne samt ihrem Quadrate integrierbaren Funktionen und nur diese 
umfaßt, unter Benutzung des Grenzprozesses erster Art. Die Bil- 
dungen (181) treten übrigens bereits in der einschlägigen Note von 
E. Fischer auf. Beziehungen zur Lebesgueschen Integrationstheorie waren 
Hellinger von Anfang an bekannt, er hat aber die Heranziehung dieser 
Theorie absichtlich vermieden, da ihm sein Apparat dem Spektrum- 
problem mehr angepaßt erschien (vgl. auch die Schlußbemerkung des 
vorigen Absatzes). In der Tat handelt es sich auch in der Matrizen- 
mechanik um statistische Fragestellungen, deren sinngemäße Sprache 
von vornherein die Hellingersche sein muß. 

Die restlose Aufdeckung des Verhältnisses des Hellingerschen 
Operators erster Art zu der Lebesgueschen Integration verdankt man 
H. Hahn, der (183) auf Lebesguesche Integrale geradezu zurückgeführt 
hat (nachdem entsprechendes für die Stieltjessche Integration Lebesgue 
selbst gelungen war). Die Reduktion gelingt unter Benutzung von 
gewissen inversen Funktionen, von welchen sich der Leser aus dem 
zu (203) gehörigen, vorher besprochenen Spezialfall des allgemeinen 
Hellingerschen Kriteriums, das von Hahn ebenfalls hergeleitet wurde, 
eine Vorstellung bilden kann. Vgl. auch S. 186 weiter unten. — Näheres 
Eingehen auf die Lebesguesche Theorie, die noch immer kein Gemein- 
gut bildet, muß leider außerhalb des Rahmens dieser Schrift liegen. 



Übrigens ordnen sich die Hellingerschen und Lebesgueschen Grenz- 
prozesse einer sehr allgemeinen Theorie unter, nämlich derjenigen 
der absolut-additiven Mengenfunktionen, die, von Lebesgue unter ein- 
schränkenden Bedingungen begründet, von Radon weit entwickelt wurde. 
Wir müssen uns leider auch diesmal mit einem Hinweis begnügen. 

Zu (183) müssen wir für spätere Zwecke noch zwei Bemerkungen 
machen, welche die Bildungen 



i) Verallgemeinerungen. 



ß 



ß 



(204) 




a 



a 



betreffen. 

Sind (tj, q), (t 2 , q) zwei Funktionenpaare der ersten Art mit der- 
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selben Basis q (aber evtl. mit verschiedenen Hilfsfunktionen F), so 
streben die zu (181) analogen Summen 

N Ar* Ar* 



v—± d v H 

in dem auf S. 47 erklärten Sinne einem Grenzwert zu, der mit f~~~j~~^ 
bezeichnet wird. Offenbar ist 



C dr 1 dz 1 _ C \ dz 1 [ a 
J dp - J dp 3 



und umgekehrt kann der neue Prozeß auf den alten zurückgeführt 
werden. Denn nach der Schwarzsehen Ungleichung ist (% 1 + r 2 , q) ein 
Funktionenpaar erster Art, und es gilt offenbar 

ß ß ß ß ß 

(205) [ d ^ dx * -j- f d H *H = f ! j ( 7 i =i= r g) 2 _ f \ d H 2 _ P I ^ g j 2 

a a a a a 

da entsprechendes bereits für die Näherungssummen gilt. Es wird sich 
als bequem erweisen, (205) einfach als die Definitionsgleichung des 
ersten Operators (204) aufzufassen. 
Unter 

« 

wollen wir einfach 

ß 'r 
(207) Sf(v)do(ri, o(^)=j-^f- 



verstehen. Es läßt sich übrigens leicht zeigen, daß (206) der Grenz- 
wert der Näherungssummen 

darstellt; dabei liegt f auf / ist stetig, (r, ist von der ersten 
Art. — Daß der dadurch direkt erklärte Operator (206) auf Stieltjessche 
Integrale zurückgeführt werden kann, geht bereits aus dem F. Rieszschen 
Satz über lineare Funktionentransformation (S. 107) hervor; es handelt 
sich nur darum, daß die zugehörige Belegung, wie zu erwarten ist, 
eben durch das Hellingersche Integral (207) geliefert wird. 



Drittes Kapitel. 



Die beschränkten unendlichen Matrizen. 



Unter einer unendlichen Matrix wollen wir ein quadratisches Schema 
verstehen, in welchem beide Zeiger von 1 bis -f- oo laufen. Die frühere 
Bezeichnung, 2l=||fl ||, nehmen wir für unendliche Matrizen in 
Anspruch, während eine endliche Matrix von n 2 Elementen mit 
3l(„) = || «Ii? ]| bezeichnet werden soll (vgl. S. 1 — 2). Die Elemente von 
% (n) brauchen nur für 1 <^ i , k <^ n erklärt zu sein. Hingegen wollen 
wir unter 5l [tt] = j| a u . \ \ [n] den n-ten Abschnitt der unendlichen Matrix 5( 
verstehen; das ist diejenige Matrix mit n 2 Elementen, welche aus der 
unendlichen Matrix entsteht, wenn man alle Elemente fortläßt, deren 
mindestens ein Zeiger > n ist. — Eine Matrix, die keinen in einer 
unteren Klammer stehenden Zeiger hat, ist fortan immer eine unend- 
liche Matrix, und entsprechend ein Vektor £ ein Vektor mit unendlich 
vielen Komponenten, ferner E die Gesamtheit aller normierten Vektoren: 

|y| 2 =^J T |% i | 2 =l, und F die Gesamtheit aller Paare £, t) von nor- 



mierten Vektoren, während das, was früher E bzw. F war, jetzt mit 
E [n] , F [n] bezeichnet wird. Wir schreiben ferner gelegentlich Y. an 



Leicht ersichtliche Bezeichnungen, wie z. B. 51, 5l', 51*, Hermitescher 
Charakter (51* = 51) , Gleichsein zweier Matrizen usw., übertragen wir 
unmittelbar auf unendliche Matrizen, ebenso die Addition endlich oder 
unendlich vieler Matrizen und ihre Multiplikation mit gewöhnlichen 
Zahlen. Entsprechend erklären wir das Produkt zweier Matrizen, 
51 93 = |j a i} bj k \\ , wobei jedoch zu beachten ist, daß die unendliche 



§ 51. Einleitung. 



i 



Stelle von also z. B. 
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Reihe, welche das (i, k)-te Element von $23 darstellt, divergieren, 
also 21 §8 zunächst sinnlos sein kann. 

Wir sagen, für % sei die „Q- Bedingung" erfüllt und nennen % eine 
(^-Matrix, wenn die Quadratsumme der Beträge der in der z-ten Zeile 

oo 

stehenden Elemente absolut konvergiert, K { = £ \ a i1e \ " < + oo, und 

dies außerdem für d. h. auch bei den Kolonnen gilt. Hingegen 
wird nicht vorausgesetzt, daß etwa K { unterhalb einer von i unab- 
hängigen Schranke bleibt, so daß also z. B. % = || k\ d ijs \\ , wo 
® = ||<5 ifc || die unendliche Einheitsmatrix bezeichnet, eine Q- Matrix ist. 
Nimmt man in der zu einem endlichen n gehörigen Schwarzsehen 
Ungleichung den Grenzübergang n — ► + 00 vor , so folgt 

m«nß„\)*£2\«n\'i:\fl«\*£+<x>' 

Sind daher beide Reihen 2J a n> 2J ßn absolut konvergent, so ist es auch 
^Ja n ß n . Das Produkt zweier (^-Matrizen kann also gewiß und ein- 
deutig gebildet werden, es besteht aus unbedingt konvergenten Reihen. 
In den Anwendungen kommen häufig Q -Matrizen vor. Dies hängt 
einerseits mit dem Fischer-Rieszschen Satz bzw. damit zusammen, daß 
es meist auf quadratische Mittelwerte ankommt, und andererseits damit, 
daß den spektralen Verhältnissen eben die Kugelmannigfaltigkeit 
(S. 46) angepaßt ist, welche mit Rücksicht auf die Umkehrung der 
Schwarzsehen Ungleichheit das Bestehen der Q- Bedingung erzwingt. 

In Verallgemeinerung der Hilbert-Toeplitzschen Untersuchungen 
über beschränkte Gleichungssysteme (s. unten) hat E. Schmidt außer den 
Q- Matrizen auch die noch allgemeineren Matrizen betrachtet, bei welchen 
nur K { < -f- oo, i = l 3 2, ... vorausgesetzt wird. Ist $ Hermitesch, 
so ist freilich mit Ä i <+oo auch die Q- Bedingung erfüllt. — In den 
letzten Jahren hat Carleman die Hilbertsche Theorie der beschränkten 
Hermiteschen Matrizen z. T. auf Hermitesche Q- Matrizen übertragen. 
Wir werden jedoch sehen, daß die Gültigkeit mancher Sätze der Be- 
schränktheitstheorie für das Bestehen der Beschränktheitsbedingung 
geradezu charakteristisch ist. Eine abgerundete Theorie für nicht be- 
schränkte (^-Matrizen scheint nicht möglich zu sein. Z. B. braucht das 
Produkt zweier (^-Matrizen nicht wieder eine (^-Matrix zu sein. Sind 

23, g ()-Matrizen, und nimmt man an, daß 2123 und 23 S ebenfalls 
Q -Matrizen sind, so kann dabei auch (21 SJ) g + 81 (8J £) sein. Das 
(i, k)-te Element in diesen Matrizen ist 



(208) A^ZiE^b^) bzw. B^JJfJJa^b^, 
l j i l 
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und es handelt sich darum, daß die Umordnung der beiden Reihen 
A i1c , B i1{ ineinander u.U. nicht gestattet, d.h. A i1c =^B i1c ist. So stößt 
bereits die Transformation von Q- Matrizen auf Schwierigkeiten. Für 
alle Fälle wird sich jede Theorie der unendlichen Matrizen in dem 
von Hilbert begründeten methodischen Rahmen bewegen müssen: 
Die Möglichkeit einer Verallgemeinerung mancher Hilbertschen Sätze 
liegt in einigen Fällen sehr nahe, in anderen Fällen ist eine Ver- 
allgemeinerung überhaupt unmöglich. Auch kommt es vor allem darauf 
an, daß die Probleme in einer sinngemäßen Weise gestellt werden. 
Dies fehlte vor Hilbert, während die Fragestellungen seiner Beschränkt- 
heitstheorie auch bei anderen Matrizen wenigstens gestellt werden 
können; nur kann dabei die Antwort verneinend ausfallen, trotzdem 
sie bei beschränkten Matrizen bejahend ist. — Vor einiger Zeit habe 
ich die für die Quantenmechanik vor allem wichtige Klasse der 
„halbbeschränkten" Matrizen betrachtet; ich komme auf diese Klasse 
weiter unten etwas ausführlicher zurück. — Eine Spektraltheorie für 
die beschränkten nicht Hermiteschen Matrizen, die ich unlängst in 
Angriff genommen habe, will ich hingegen nur skizzieren und an der 
Hand der unitären Matrizen illustrieren. 

§ 52. Definitionen. 

Bezeichnet <P (<ä [n] ) die Kopplungsform, !F(8t [n ]) die Bilinearform 
des n-ten Abschnittes von 51, und entsprechend M($f [n] ), P (2I [n] ) die 
obere Grenze von |<f>($t [n] )| bzw. j W(% n )) | auf E [n] Dzw - auf F [n j, 
endlich W (% n )) das durch die Abbildung 

(209) 0 = 0 (2U = 0 (« w ; x ± , x 9 , . . x n ) 
in die 0- Ebene entworfene Bild von E [n j, so gilt 

(210) 0 <; M (Hm) £ M (Vhu) und 0 < P (2I N ) £ P (2l [w+ ij), 

und jeder Punkt von W (2C [n] ) gehört auch W (%+ij) an. Dies folgt 
einfach daraus, daß, wenn % +1 = 0 vorausgesetzt wird, E [n+ i] in E [n] 
und 0(2l [n+1] ) in 0(2f [n ]) übergeht, und entsprechendes gilt bei W, F. 
Mit $ ist auch jedes 2t [n] von Hermiteschem Typus (und umgekehrt); 
ist also W Hermitesch, so können wir auch die Zahlen n(5t [n] ), m (2I [n] ) 
betrachten, welche die untere bzw. obere Grenze von 0 (% n }) — aiso 
nicht von | <P (W [n] ) j — darstellen. Aus dem vorher erwähnten Grunde ist 

(211) n (Hfo+u) £ n (9t [n] ) und m (<ä [n] ) £ m (% n+1] ) . 

Da die erwähnten Zahlenfolgen monoton sind, können wir die zu n — + + oo 
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gehörigen Grenzwerte limM(a [n] ), limP(^ [n] ), limm(5I [n] ), lim n (9I [n] ) 
einführen. Sie sollen bzw. mit M (51) , P (51) , m (51) , n (51) bezeichnet 
werden, wobei 51 die unendliche Matrix bedeutet. Alle vier Grenz- 
werte können auch unendlich sein, die drei ersten = -|- 00, der 
vierte = — oc . Die beiden ersten sind ^> 0 und nur für die Null- 
matrix = 0 . Die beiden letzten sind nur für Hermitesche 51 erklärt 
und können auch <[ 0 sein. Für alle Fälle ist 

(212) 0 £ M (51) <; P (51) <1 2 M (81) 
und, wenn 51 Hermitesch ist, 

(213) M(«) = P(«) = max(|n(a)|, |m(5l)|), n (51) < m (51) Jo . 

Dies alles folgt daraus, daß die entsprechenden Beziehungen für die 
2I[ n ], wie wir wissen, richtig sind. Ferner ist {W(5l fn j)} eine Folge von 
ineinander geschachtelten konvexen Bereichen, wobei j <P | <1 P (5t[ n j) 
der kleinste um den Nullpunkt geschlagene Kreis ist, der W (% n {) 
enthält. Bezeichnet daher W (5t) den kleinsten abgeschlossenen Be- 
reich, der alle W (% [n] ) enthält, so gilt | <P | <^ M (51) für alle Punkte 
von W(a), und es gibt Punkte, wo das Gleichheitszeichen gilt. Freilich 
kann W (21) mit der Vollebene identisch sein oder sonst irgendwie ins 
Unendliche ragen. Ist dies nicht der Fall, so daß P (51) < + oc 
oder, was dasselbe ist, M (51) < + oo gilt, so heißt die Matrix 21 beschränkt. 
Auf diese Matrizen bezieht sich die von Hilbert begründete, von Hellinger 
und Toeplitz weiter ausgebildete Theorie, von der vorher die Rede war. 
Es seien A£ l> ; k = 1, 2, . . n die Eigenwerte von 5t[ n j; n = 1,2, ... . 
Ihre Gesamtheit nebst den Häufungsstellen möge Abschnittsspektrum 
von 51 genannt werden. Offenbar (vgl. § 19) liegt diese Punktmenge in 
W (51) , also, wenn % beschränkt ist, gewiß ganz im Endlichen. Die 
Umkehrung davon gilt im allgemeinen nicht; vgl. S. 37. Ist aber jedes 
% n \ normal, also z. B. Hermitesch, so folgt aus dem Toeplitzschen Satz 
auf S. 38 unmittelbar, daß 51 dann und nur dann beschränkt ist, wenn 
das Abschnittsspektrum ganz im Endlichen liegt. 

Eine (nicht notwendig beschränkte) Hermitesche Matrix 51 nennen 
wir positiv definit, wenn n (5Q > 0 ist, und nichtnegativ definit, wenn 
nur n (5t) ^> 0 bekannt ist. Daraus, daß jeder Abschnitt von ^[ [n] im 
Sinne von § 15 positiv definit ist, folgt noch nicht, daß auch % selbst 
es ist. Das Beispiel %= e { d ih \\, wobei 0 < £.— * 0, i— > oo, also 
z. B. e i = i~ x ist, belegt dies. Eine solche Matrix, bei welcher also 
n (5Ir n] ) > 0, n = 1, 2, . . . und trotzdem n (51) = 0 ausfällt, wollen wir 
als pseudoderinit bezeichnen. 
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§ 53. Der Hilbertsche Konvergenzsatz. 

Wir beweisen zunächst den Hilbertschen Satz, wonach bei jedem 
beschränkten % die Doppelreihe 

(214) !T(«) = J,t>) =1^«,^, 

auf F im Sinne der Konvergenz der Doppelreihen konvergent ist, so 
daß es zu jedem e > 0 ein Zahlenpaar (2V, M) gibt derart, daß 



m n m n 

2 2*t*x t yt- 2 2a ik x iyk 

1=1 t = l fc=l 



(215) 

für m' > M, m" > M, ri > N, n" > N 



< e wird; hierbei sind £ und \) auf F fest gewählt, so daß keine 
gleichmäßige Konvergenz behauptet wird, was, wie das Beispiel der 
offenbar beschränkten Einheitsmatrix, % = (£, zeigt, im allgemeinen 
auch nicht zutreffen würde. Es wird auch nicht behauptet, daß die 
Reihe (214) in jedem Punkte von F absolut konvergiert, was, wie das 
einfache Beispiel a ih = (i — k)~ x , i=^k; a H = 0 zeigt, ebenfalls 
nicht behauptet werden kann 1 ). Einen Vektor £ oder die zugehörige 
Zahlenfolge x 13 x. 2 , . . . nennen wir quadratisch konvergent, wenn die 
Reihe x? absolut konvergiert. Da die Doppelreihe Wfä) auf F 
konvergent ist, so ist sie aus Gründen der Homogenität gewiß kon- 
vergent, wenn £ und [) quadratisch konvergent sind. Auf F ist also 
die Bilinearform *F($i) erklärt. Setzen wir in (215) m f =n r , m"=n", 
so folgt W(%n]) — * Wfä), w — ► -f- oo. Lassen wir zuerst N und dann 
M ins Unendliche wachsen oder umgekehrt, so folgt 

(216) w(K) = 2 ( 2 « rt *, y s ) = 2 ( 2 «« *, , 

i = l £=1 fc = l | = 1 

so daß man die Doppelreihe auf F auch zeilenweise, aber auch 
kolonnenweise summieren kann. Da die Doppelreihe, wie erwähnt, 
evtl. nicht in jedem Punkte von F absolut konvergent ist, so können 
freilich im allgemeinen die Terme nicht beliebig umgeordnet werden. 
Setzt man in W den Vektor t) gleich £, so folgt, daß auf E die zu % ge- 
hörige unendliche Kopplungsform <£> ($[) konvergent ist. Es gilt wieder 
(2I [n] ) — * <l> ($) usw. Das durch die Abbildung <P = <Z>(21) entworfene 
Bild von E ist daher, wenn noch die dem Bilde evtl. fehlenden Häu- 
fungspunkte hinzugefügt werden, mit der vorher durch W ($l) bezeichneten 



Vgl. § 111, S. 236. 
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Punktmenge identisch, die also als der Wertevorrat von % (auf E) 
bezeichnet werden kann. Ist z. B. $ = H^" 1 ^^!^ so ist das Bild von 
E das von unten offene Intervall 0 < <P <J 1, so daß dazu noch der 
Punkt <£> = 0 hinzugefügt werden muß. Ist % Hermitesch, so ist m (2t) 
die obere, n (21) die untere Grenze von <£> ($1) auf E usw. — Es ist dabei 
überall folgendes zu beachten. Liegt y = (x J , x 2> . . x n , x n+1 , # w+2 ' • • •) 
auf E, so braucht % {n] = # 2 , . . ., x n , 0, 0, . . .) noch nicht auf E zu 
liegen. Wegen 

(217) •Äw*SNH 

und da | £ [w] | 2 — ► | £ | 2 = 1 gilt, bedeutet dies jedoch keine Schwierigkeit, 
weil andererseits E^] eine Teilmenge von E ist. 

Um endlich die Konvergenz der Doppelreihe W (auf F) nachzu- 
weisen, nehmen wir etwa an, daß m ^> w", n* ^ n" ist. Dann ist der 
Betrag der Differenz (215) gewiß 

m" n' m' »' 

(218) £\2 2 « <ft ^yJ + l 2 HhwA- 

i=l k=n' rj rl i=m" + l k=l 

Der erste dieser beiden Ausdrücke ist nach der Schwarzsehen Un- 
gleichung 

yn' .-In' m" 
2 |yJ 9 V 2 
k=n"+l f k=n"+l i=l 

Der erste Faktor ist für n" > N, ri > N offenbar \ y v | 2 < Q p * , 

wenn 2V hinreichend groß ist. Der in (219) unter dem zweiten Wurzel- 
zeichen stehende Ausdruck ist ein Teil aus der Kopplungsform einer Norm 
von $ [w <] oder von je nachdem n'^> oder <[ w" ist 1 ). Es möge 

etwa der erste Fall vorliegen. Der unter dem Wurzelzeichen stehende 

Ausdruck ist dann <[ (P (2^'])) 2 ^ \ x. j 2 ^ (P ($1))", da, wie wir wissen, 

(P die obere Grenze der Normkopplungsformen auf E [n] ist 

(S. 42). So ist der ganze Ausdruck (219) und damit der erste Aus- 
druck (218) gewiß < 2 p(%y P (a) = ~ , und der zweite Ausdruck (218) 

wird durch passende Wahl von M ebenso < also der ganze Aus- 

druck (218) offenbar < e } w. z. b. w. 
Wegen 

£ I JU*% l 9 ^ (p (2W) 2 > i l ** I 2 = i I J I ^ p («o, 



*) Gewisse x sind dabei gleich Null zu setzen. 
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so daß 2j \ a iuV m ^ Rücksicht au f die Umkehrung der Schwarzsehen 

k=l 

Ungleichung unterhalb einer von n und sogar auch von i unabhän- 
gigen Schranke bleibt. Da wegen P ($1) = P ($!') zugleich mit || a i1e \\ 
auch beschränkt ist, so sind daher die beschränkten Matrizen 

gewiß ()- Matrizen. 

Bevor wir weitergehen, müssen wir einige Bemerkungen über die 
unendlichen Linearformen vorausschicken. Ist in der Linearform 
^{'i) — 2 a i x % Koeffizientenfolge [a n } quadratisch konvergent, so 
ist diese Reihe auf E absolut konvergent und dem Betrage nach 
^]/^J|a j | 2 = |a|. Dies folgt aus der Schwarzsehen Ungleichheit. 
Ist umgekehrt L (j) in jedem Punkte von E konvergent, so hat man 
zugleich absolute Konvergenz, da einerseits E symmetrisch ist und 
andererseits jedes % { nur in ein einziges Glied der Linearform eintritt. 
Mit Rücksicht auf die bei endlichen Linearformen gültige Umkehrung 
der Schwarzsehen Ungleichung (S. 10) muß also die Reihe ^ | ^ | - 

konvergieren. Im Punkte x. = — ~ von E, wobei zunächst | a | =|= 0 

sein möge (vgl. S. 10), ist die Linearform gleich ]/ ^ | cc. | 2 . Es muß 
dann also [a { ] quadratisch konvergent sein und | a | ist nicht nur eine obere 
Schranke und nicht nur die obere Grenze, sondern das angenommene Maxi- 
mum von | L (je) | auf E. Dies ist wieder die Umkehrung der Schwarzsehen 

n 

Ungleichheit. — Offenbar sind die Abschnitte | £ a { x { | auf E [n j dann 

i=i 1 

und nur dann unterhalb einer von n unabhängigen Schranke gelegen, 
oder, wie wir wieder sagen können, die Linearform oder der Vektor 
ist dann und nur dann beschränkt, wenn 2j \ a i 1 2 konvergiert. Und 

zwar konvergiert dann £ a i x \ wegen \ a i x i I ^ 1/ 2 \ a % \ ~~ > 0 nicht 

1 1 N+i 1 r N+i 

nur absolut, sondern auch gleichmäßig auf E. Die Verhältnisse sind 
also wesentlich einfacher als bei den beschränkten Matrizen. Der Grund 
hierfür ist offenbar der folgende: in einer w-ären Linearform gibt es 
n Leerstellen (für die Variablen) und ebenso viele unabhängige Variable; 
bei einer w-ären Matrix gibt es n 2 Leerstellen, während die Bilinear- 
form nicht n 2 , sondern nur 2 n Variable enthält, so daß eigentlich be- 
reits in der Bilinearform eine Kopplung vorgenommen ist, die bei Vor- 
nahme des Grenzüberganges n — > oo die Komplikation der Verhältnisse 
bedingt 1 ). 



x ) Vgl. die auf S. 46 erwähnte Arbeit von O. Toeplitz. 
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§ 54. Das Hellinger-Toeplitzsche Konvergenzkriterium. 

Der Satz, daß aus der ausnahmslosen Konvergenz auf der Einheits- 
mannigfaltigkeit die Beschränktheit geschlossen werden kann, ist, wie 
Hellinger und Toeplitz bewiesen haben, auch für Matrizen richtig. M. a. W., 
die Beschränktheit von % ist nicht nur hinreichend, sondern auch not- 
wendig dafür, daß die Doppelreihe W($l) in jedem Punkte von E kon- 
vergiert. Und zwar folgt die Beschränktheit von % bereits daraus, daß 
W auf F z. B. bei kolonnenweiser Summation konvergiert. Übrigens 
kann W sogar durch <P ersetzt werden, und z. B. daraus, daß 
#(8lfo])-* #(8t), wobei <f>(2f) eine eigentliche Zahl (+oo) bedeutet, 
in jedem Punkte von E gilt, folgt bereits die Beschränktheit von 21. 
Doch ist der Übergang von W zu <P keine wesentliche Verschärfung. 
Vgl. nämlich (45). 

Ist zunächst die kolonnenweise summierte Bilinearform 

(220) .2? ts 

auf F konvergent, so muß die Reihe ^ | ä Sci ik x i | 2 in jedem Punkte 
von E konvergieren. Dies folgt aus der Umkehrung der Schwarzsehen 
Ungleichung mit cc k = 21 a ik x i> wobei j irgendeinen fest gewählten 
Punkt auf E bezeichnet. Es muß ferner, damit kolonnenweise die Sum- 
mierung in W auf E überhaupt ausgeführt werden kann, 2J a ik x i au ^ 
E konvergieren, also 2\ a ikV < + 00 sem bei einem jeden i. Dies 

i 

muß auch gelten, wenn £ \ 2 a ijc % % | 2 m jedem Punkte von E kon- 
vergiert; und ist letztere Bedingung erfüllt, so ist die kolonnenweise 
summierte Reihe W nach der Schwarzsehen Ungleichung auf F gewiß 
konvergent. Die ausnahmslose kolonnenweise Konvergenz von W auf 
F ist also gleichwertig mit der ausnahmslosen Konvergenz der reellen 
nicht negativen Reihe H = | 2 a ik x % 1 2 au ^ E * wobei es von vornherein 
feststeht, daß die inneren Summen auf E konvergent sein müssen. 
So läuft die erwähnte Hellinger-Toeplitzsche Umkehrung des Hilbert- 
schen Satzes offenbar auf folgendes hinaus: Ist die nichtnegative Reihe 
H in jedem Punkte von E konvergent, so bleibt sie auf E unterhalb 
einer festen Schranke. Trivial ist auch der derart vereinfachte Satz 
nicht. Denn wegen der unendlichen Anzahl der Dimensionen kann 
etwa der Satz von Bolzano-Weierstraß zu einer Zurückführung ad 
absurdum nicht herangezogen werden. Den indirekten Beweis mußten 
vielmehr Hellinger und Toeplitz durch eine sinngemäße Anpassung 
des Cantorschen Diagonalprinzips führen. Des näheren muß auf ihre 
Arbeit in den Math. Annalen (Bd. 69, 1910) verwiesen werden, wo der 
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Beweis auch ohne einen expliziten Übergang zu H gelingt. — Wie 
F. Riesz bemerkt hat, handelt es sich bei der Angabe eines festen 
Punktes auf E, in dem die Reihe H divergieren muß, wenn sie auf 
E nicht beschränkt ist, um ein Analogon der Schlußweise, die z. B. 
den seit Lebesgue und Haar sehr geläufigen „diagonalen" Konstruk- 
tionen divergenter Fourierschen Reihen u. dgl. zugrunde liegt. 

Die Reihe H ist offenbar das Quadrat des Betrages des Vektors %' £. 
Setzen wir also 51' = 33, so folgt, daß eine Matrix 33 dann und nur 
dann beschränkt ist, wenn |33£| 2 für jeden normierten, d.h. der Be- 
dingung | £ | = 1 genügenden Vektor endlich ist. Nun kommt es aber 
auf den Wert von | £ | aus Gründen der Homogenität gar nicht an. 
Folglich ist eine Matrix 33 dann und nur dann beschränkt, wenn sie 
jeden Vektor £ von endlichem Betrage in einen Vektor 33 £ von eben- 
falls endlichem Betrage überführt. 

§ 55. Der erste Hilbertsche Faltungssatz. 

Wir wollen nun mit Hilbert aus seinem in § 53, S. 126 bewiesenen 
Konvergenzsatz einige grundlegende Folgerungen ziehen. Es sei $1, 33 
ein Paar von beschränkten, also der () -Bedingung gewiß genügenden 
Matrizen, so daß das Produkt % 33 = || bj k || eindeutig gebildet 

i 

werden kann. Wir haben soeben bewiesen, daß die Reihe | 2 c ih 2 h \ 

i k 

bei jeder beschränkten Matrix |[c ffc || für jede quadratisch konvergente 
Folge [z h ] konvergiert. Da zugleich mit (£ auch (£' beschränkt ist, so 
konvergiert daher die Reihe 



(221) A^UtSwMJJbjtyJ 

j i k 



nach der Schwarzsehen Ungleichung auf F gewiß. Sie ist 



(222) = (2723 ^ = 2b jk y k , 

Ii k 



unter JJ) Summation im Sinne von (215) verstanden. Denn || a {j || 




(223) A = 2x t {2 « y Cj) = 2 x t {2 a. s (2 b jk y k )). 

i j i j k 



Hierbei gilt 




Wintner, Spektraltheorie. 9 
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Denn || &. fc || ist beschränkt, i fest, also { a { - } eine quadratisch kon- 
vergente Zahlenfolge und {y k } eine andere, so daß (224) wieder nicht 
mehr aussagt, als daß die Bilinearform einer beschränkten Matrix bei 
quadratisch konvergenten Argumenten sowohl zeilenweise als auch 
spaltenweise summiert werden kann. Setzt man (224) in (223) ein, so 
bleibt wegen (222) 

(225) 2 (2 *y *;) (2 b jh y h ) = 2*d2 y k (2 a i5 b jU )) . 

j i k i k j 

Nun ist nach der Schwarzsehen Ungleichung 

(226) | 2 (2 a tJ x.) Wj | £ I2\2a ij x i \\ 

j i j i 

für 2 | w j | 2 = un( ^ es &i Dt (k e * ^ estem { %i }) einen Punkt { w. } mit 
2\wj | 2= 1 derart, daß bei <^ das Gleichheitszeichen gilt (nach 
der Umkehrung der Schwarzsehen Ungleichung). Die obere Grenze 
von \2(I!^ij x i) w j\ für ü\ x i\ 2 = 2 I w j T= !* m - a - W - die Zahl 
P(2I), ist daher derart, daß 

(227) 2\2*i j x i \ 2 £(P(K)) 2 

j i 

in jedem Punkte von E gilt und daß diese Schranke nicht verbessert 
werden kann, d. h. genau die obere Grenze ist. Der in (225) linker- 
hand stehende Ausdruck ist nach der Schwarzsehen Ungleichung absolut 

(228) £ i2\ Za^tfl 2\2h*y* I 2 ^ W 1¥WW = P (*)P(S). 

?' i i k 

Offenbar ist also das Produkt $1 33 beschränkt, aus (225) folgt daher 
unter Beachtung von (215) 

(229) 2 {2 *« \) (2 bju Vi) = (22)^2 a. } b jk = TT (« 93; 5. 9) • 

Dies ist der erste Hilbertsche Faltungssatz. Er besagt u. a. daß das 
Produkt zweier beschränkten Matrizen wieder beschränkt ist. 

Es ist selbstverständlich, daß die Summe endlich vieler beschränkten 
Matrizen ebenfalls beschränkt ist. Aber auch die Summe von unendlich 
vielen beschränkten Matrizen 21, 33, (£,... ist gewiß beschränkt, wenn 
die Reihe 

(230) p («0 + p (») + p (g) + • • ■ ( > p (« + » + e + • • • ) ) 

konvergiert; und zwar ist dabei, da a ih absolut offenbar ^ P (Sl) ist, 

die Reihe a ih + b ik + -| , welche das (t, ß)-te Element von 

21 + 33 + S darstellt, unbedingt konvergent. Aus (228) und (229) folgt 

(231) P(2I33)<:p(2I)P(33). 
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§ 56. Der zweite Hilbertsche Faltungssatz. 

Eine Matrix 91 nennt Toeplitz zeilenflnit, wenn in einer jeden 
(festen) Zeile nur endlich viele von Null verschiedene Elemente vor- 
handen sind. Ist außer 9t auch 9t' zeilenflnit, m. a. W., ist 9t zugleich 
kolonnenfmit, so heißt 9t finit. Die fmiten Matrizen sind offenbar 
Q- Matrizen. 

Die Behandlung des Resolventenproblems der Jacobischen Matrizen, 
die zu nicht „bestimmten" Stieltjesschen Momentenproblemen ge- 
hören, führt zu einem Matrizentripel 9t, 93, E von der folgenden Be- 
schaffenheit: l) 9t und E sind beschränkt, 93 ist fmk, also sind alle 
drei Matrizen Q- Matrizen, so daß die Produkte 5133, 33© eindeutig 
gebildet werden können; außerdem hat das Tripel die Eigenschaft, 
daß 2) 9t 33 und 33 E beschränkt sind. Da E und 9t ebenfalls be- 
schränkt, also @- Matrizen smd > können die Produkte (9t93)E, 9t(93E) 
eindeutig gebildet werden und sie sind nach dem ersten Faltungssatz 
sogar beschränkt; und das Tripel hat dennoch die Eigenschaft, daß 3) 
aus einem bereits auf S.123 erwähnten Grunde (9t93)E =(= 91 (95 K) ist. 
Allerdings ist dabei die mittlere (finite) Matrix 33 nicht beschränkt. 
In der Algebra der beschränkten Matrizen gilt nämlich für die Matrizen- 
multiplikation das assoziative Gesetz: 

Sind 91, 33, E beschränkte Matrizen, so sind nach dem ersten Fal- 
tungssatz die Matrizen 5133, 93 E, (9183)®, 91(33®) gewiß beschränkt, 
und der zweite Faltungssatz, zu dem wir jetzt übergehen, besagt, daß 
(91 33) E = 9( (33 E) gilt, ebenso wie bei den endlichen Matrizen. 

Sind allgemeiner 91,33, E solche Q- Matrizen, daß die Matrizen 9193 
und 33 E und außerdem 33 (also die mittlere Matrix) beschränkt sind, 
so gilt (9133) E = 91(33 E). Die Behauptung besagt, daß bei einem 
jeden i und k 

(232) 2 {2*^*1*= GS 

l j II 

gilt. Nunist aber 33 = || bj t \\ beschränkt und die beiden Zahlenfolgen %.= a i . ) 

y l = c llc sind, da 9t und E ()"Matrizen sind, quadratisch konvergent (n. b., 

i und k sind fest), so daß (232) in (216) enthalten ist. Das Merkwürdige 

dabei ist es, daß die unbedingte Konvergenz der Reihen 2 2 a ij bji c ik 

i i 

nicht einmal dann behauptet werden kann, wenn alle drei Matrizen 
beschränkt sind. Denn setzt man bj l = (j — l)~ 1 J j + h bjj=0, so 
ist wie bereits erwähnt (S. 125), beschränkt, und die Matrix 

der Beträge nicht beschränkt, oder, was nach dem Hilbert- 

9* 
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sehen Konvergenzsatz und seiner Hellinger-Toeplitzschen Umkehrung 
auf dasselbe hinausläuft, die Doppelreihe 2 2^ji x jyi i st au * F 
überall konvergent, doch gibt es Punkte auf F, wo sie nicht absolut 
konvergiert. 

§ 57. Folgerungen. Das Majorantenkriterium der starken 

Konvergenz. 

Da zugleich mit 81 auch 81 und 81', also auch 8t* beschränkt ist, so sind 
wegen (231) die beiden Normen 8t* 2t, 8t 8t* jeder beschränkten Matrix 
8t beschränkt, und wegen (8t* 81)* = 8t* 8t** = 8t* 8t, (21 21*)* = 21 21* von 
Hermiteschem Typus. Setzt man in (229) 33 = 2t* und y k = x k , so 
folgt 

(233) 2712; «, fc * fc r= *(««*), 

i h 

so daß m (2121*) ^ n(8I8t*)^> 0, also wegen (213) 

(234) M (2t 21*) = m (21 2t*), M (21* 8t) = m (21* 81) 

gilt. Aus (233) folgt mit Rücksicht auf das bei (227) Gesagte und 
wegen P (2t*) = P (2t) offenbar 

(235) M (2t 2t*) = (P (2t)) 2 = M (2t* 2t) . 

Es ergibt sich aus den bei jeder beschränkten Matrix gewiß richtigen 
Relationen (234), (235) 

(236) m (2t 2t*) = m (2t* 2t) = (P (2t)) 2 . 
Man könnte meinen, dies sei trivial. Denn es ist 
(56)' m («w «£]) — m («£ 2t [w] ) = (P (2t [n] )) 2 

und nach Definition gilt P (2t) = lim P (2t[ n j) . So folgt jedoch nur 

(237) Hm m (2t [w] 21$ = Hm m (Äß 2l w ) = (P (8t)) 2 , 

es müßte also die (wegen (236), (237) gewiß richtige) Grenzgleichung 
m (2t[ n ] %n]) — * m (2t 8t*) direkt bewiesen werden. Nun ist die Richtig- 
keit dieser Grenzgleichung durchaus nicht selbstverständlich. Sonst 
könnte man wegen 

(59)' n(8t [n] 8t [ * ] ) = n(2t [ ^ ] 8t [n] ) 

mit demselben Rechte schließen, daß außer (236) auch 

(238) n(8t8t*) = n(8t*8t) 
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gilt; (238) ist aber, wie wir sehen werden, nicht mehr bei jeder be- 
schränkten Matrix 2t richtig. Dem entspricht es, daß wir, als (59) für 
endliche Matrizen bewiesen wurde, auf S. 44 Determinantensätze heran- 
gezogen haben, die uns jetzt nicht mehr zur Verfügung stehen. Es 
handelt sich freilich nicht so sehr um den Apparat, vielmehr um Tat- 
sachen, die davon unabhängig sind. Da es zwischen 3t* = 21' und 2t', 
d. h. zwischen 2t und 2t lösungstheoretisch keinen Unterschied gibt 
(man muß nur zu den konjugierten Größen übergehen), so läuft die 
Asymmetrie des Paares (21, 21*) auf die Asymmetrie des Paares (21, 21') 
hinaus. Es wird sich also darum handeln, daß, im Gegensatz zu 
dem Hauptsatz über endliche Gleichungssysteme (S. 8), die zu 21 und 
zu der transponierten Matrix 2t' gehörigen linearen Gleichungssysteme 
bei beschränkten, sonst keinerlei Bedingung unterworfenen 2t sich ver* 
schiedentlich verhalten können. Wir gehen darauf in den nächstfolgen- 
den Paragraphen ausführlich ein. Zunächst wollen wir es klarmachen, 
woher es kommt, daß aus n (2t[ W ] %kn]) = n (2t[£i 2t[ n j) durch einen 
Grenzübergang das Symmetriegesetz (238), das, wie erwähnt, bei belie- 
bigen beschränkten Matrizen 2t unrichtig ist, nicht geschlossen werden 
kann. 

Einen Vektor a = (a 1} a 2 , . . .) nennen wir beschränkt, wenn seine 
Norm 2j I a i | 2 endlich, d. h. wenn die zugehörige Linearform beschränkt 
ist. Eine Vektorfolge {a (m) } nennen wir gleichmäßig beschränkt, 
wenn die Normen unterhalb einer von m unabhängigen Schranke 
bleiben, | a (m) | " < konst. Hierfür ist hinreichend (jedoch nicht not- 
wendig!), daß die Vektorfolge einen Majorantenvektor von endlicher 
Norm zuläßt, so daß es einen Vektor c = (y ± , }> 2 , . . .) mit y. ^> 0 und 
2} Yi < + oo gibt derart, daß | af m) | <^ y i für alle i und m gilt. — Wir 
sagen, die Vektorfolge { a (m) } konvergiere schwach gegen einen Grenz- 
vektor a und schreiben hierfür a (m) (— *)a, wenn die folgenden beiden 
Bedingungen erfüllt sind: I) Die Folge {a (m) } ist gleichmäßig be- 
schränkt, 

2\<4 m) \*<K a < +oo, m = l, 2,..., 

i 

und II) es gilt bei jedem festen % die Grenzgleichung 

af 0 — m— + oo; t -= l f 2, 

Offenbar ist dann der Grenzvektor a = (cq, a 2 , . . .) von einer Norm 
<^2f a <+oo. Nun könnte man meinen, daß aus a (m) (— ►) a und 
6 <*>(—)& sofort ftWSW-al, d.h. JJa^ßl^ — Hty ft, m-> + oo 

i i 
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folgt (eine jede dieser Reihen ist der Schwarzsehen Ungleichheit zu- 
folge unbedingt konvergent und absolut <; ]/ K a K b ). Doch wird dies 
durch das folgende Beispiel widerlegt: = ß^ m) = d im , wobei 

\\d ik \\ = ® gesetzt ist. Hier gilt tfi M) — 0, 0, mLoo bei 

einem jeden i, so daß II) mit a.= ß.= 0, a = b = o erfüllt ist. Aber 
auch I) ist erfüllt, und zwar mit K a = = 1. Trotzdem ist 

a«BM = ^ (w) ^ )a =l, also aWjW^i + o = c5. 

Zur schwachen Konvergenz müssen wir also noch etwas hinzufügen. 
Wir beweisen das folgende, in gewissem Sinne nicht nur hinreichende, 
sondern auch notwendige 

Majorantenkriterium der starken Konvergenz. Hat min- 
destens eine der beiden Folgen {a w }, {h (m) } eine Majorante, so 
folgt a (m) 6 (m) — ab aus a (M) (— )a, b (M) (— )b gewiß. 

Korollar. Ist a ein Vektor von endlicher Norm, so folgt a b (w) — ► a b 
aus b w (— *)b gewiß [denn dann ist der Vektor (| a ± \, \ a 2 |, . . .) eine 
Majorante aller a (m) (= et)]. 

Das Korollar besagt übrigens nur scheinbar weniger als das 
Majorantenkriterium, das in einigen Zeilen bewiesen werden kann. 
Es möge etwa {a (m) } eine Majorante c haben, so daß \cc^ m) \^y, 
J£ yf < + oo, also für alle m 

>* i «r 1 ßi m) i ^ l/iNi 3 i/Ji/sri 3 ^ -\fJ7i iK b <4r 

f i=N f i=i " f i=N 3 

gilt, wenn 2V hinreichend groß ist. Da die beiden Reihen ^|^| 2 , 
J£ | ß. | 2 konvergent, nämlich ^ i£ a bzw. if ö sind, so können wir N 
mit Rücksicht auf die Schwarzsehe Ungleichung so groß wählen, daß 

i=N 

wird. Nach erfolgter Wahl von N können wir ein m 0 derart fest- 
legen, daß für m > m Q 

N-l 

I V „, (W) ^(w) o I - * 

| ^ ftf $ — «ift | <. y 

i=l 

ausfällt. Denn einerseits gilt wegen a (m) (— >)a, b (m) (— >-)b die Grenz- 
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gleichling af^ ßl m) — ► ß^ bei jedem i , und andererseits handelt es 
sich nunmehr nur um endlich viele (nämlich N — l) Summanden. 

Die Addition der drei letzten Abschätzungen ergibt 
| JM m) $ W) - I!<Xißi\<e ^r m>m 0 ; 

i=l i=l 

da e > 0 beliebig klein sein kann, ist damit die Behauptung, 
ct (wl) b w — > et b, bewiesen. 

§ 58. Das Reziprokenproblem. Die Iterationsreihe 
und der Hilbsche Kunstgriff. 

Mit Rücksicht auf die beiden Faltungssätze kann man mit be- 
schränkten Matrizen, sofern es sich um rationale ganze Operationen 
handelt, ebenso rechnen wie mit den endlichen Matrizen. Wir gehen 
nun zu den Untersuchungen von Toeplitz über das Reziprokenproblem 
über, welche zeigen, daß bei der Division wesentlich kompliziertere 
Verhältnisse vorliegen. Insbesondere sind vordere und hintere Rezi- 
proken voneinander wohl zu unterscheiden. In diesem Kapitel be- 
trachten wir nur beschränkte Matrizen. Den weitertragenden Toeplitzschen 
Existenzbeweis (§ Iii) werden wir dabei durch die Methode von Hilb er- 
setzen, die im Falle der Beschränktheit auf eine recht einfache Weise 
zum Ziele führt, indem sie in den C. Neumannschen Reihen, die der Be- 
schränktheit zufolge ein Konvergenzgebiet haben werden, den Ent- 
wicklungsparameter einer projektiven Transformation unterwirft. Der 
Hilbsche Kunstgriff, der auch bei der Behandlung von weiteren 
komplizierten Funktionalgleichungen gute Dienste leistet, kommt 
übrigens implizite und in einem anderen Zusammenhang in dem 
Hermiteschen Fall bereits bei Hilbert vor. 

Wir schicken die Definitionen voraus. 23 heißt eine hintere Rezi- 
proke von 51, wenn 51 23 = (£ gilt; 5t heißt dabei vordere Reziproke 
von 93. Alle Matrizen sind (bis Kap. VI) als beschränkt vorausgesetzt; 
dies soll später nicht immer wiederholt werden. Ist 51 von Hermite- 
schem Typus, und gilt n (51) ^ 0 [die Definition von n (51) s. auf S. 124], 
so heißt 51 nichtnegativ definit; gilt genauer n (51) > 0, so haben wir 
51 positiv definit genannt. Wegen (233) sind beide Normen jeder be- 
schränkten Matrix nichtnegativ definite beschränkte Matrizen. 

Wir beweisen zunächst den folgenden Hilfssatz von Hilb. Ist 51 eine 
beschränkte Matrix mit P (51) < 1, so konvergiert die nach den Itera- 

co 

tionen fortschreitende E. Schmidtsche Reihe 93 = ^ 5I W und sie ist 

o 
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sowohl vordere als auch hintere beschränkte Reziproke von g — 2t. 
Denn zunächst ist P (2T) £ [P (2t)] m = & m , 0<#<1, wegen (231). 
Mit Rücksicht auf das bei (230) Gesagte ist also 33 eine beschränkte 
Matrix. Es ist 

Da, wie man sich ohne Mühe überzeugt, 2t Jj 2t™ = J£ <% m + 1 gilt, 

so folgt daraus (ß — 21) 33 = 2t° = © . Ebenso verifiziert man auch 
93(21— ©) = ©, w. z. b. w. 

Jetzt folgt der erwähnte projektive Kunstgriff, angewendet auf Hermite- 
sche Matrizen. Der nicht Hermitesche Fall kann, wie wir im nächsten 
Paragraph sehen werden, auf den Hermiteschen zurückgeführt werden. 
— Es sei 2t eine Hermitesche Matrix, für welche die Bedingung 
M(2t)<l nicht erfüllt zu sein braucht [vgl. (213)]. Es sei hingegen 
21 positiv definit. Auch dann gibt es eine beschränkte Matrix, die 
sowohl vordere als auch hintere Reziproke von 21 ist. Zunächst ist 
nach Voraussetzung n (21) > 0. Da <P (2t) auf E durchweg ^> n (21) > 0 
ist, so ist | <P (g — x 21) | = 1 1 — x <P (21) | auf E gewiß 1 — * n («) < 1, 
wenn die positive Zahl x hinreichend klein ist. Wir legen sie irgend- 
wie gemäß dieser Voraussetzung fest, so daß also M (g — x 2t) < 1 
gilt. Da zugleich mit 2t auch ® — n 2t beschränkt ist, so gibt es 
wegen x > 0 nach (212) und nach dem im vorangehenden Absatz be- 
wiesenen Hilfssatz eine beschränkte Matrix 93, die sowohl vordere als 
auch hintere Reziproke von ® — (g — x 2t) = x 2t ist. Folglich ist x 33 
eine sowohl vordere als auch hintere beschränkte Reziproke von 2t, 
w. z. b. w. 

§ 59. Das Reziprokenproblem. Die Toeplitzschen Kriterien 
und die Formalsätze. 

Es sei 2t eine beliebige, also nicht notwendig Hermitesche, be- 
schränkte Matrix. Ihre hintere Norm, 2t 2t*, ist entweder positiv definit 
oder nur nichtnegativ definit (ohne positiv definit zu sein). Es möge 
der erste Fall vorliegen, n(2t2t*)>0. Dann gibt es nach dem vor- 
hergehenden eine beschränkte Matrix 23 mit (2t 2t *) 23 = (£ . Mit Rück- 
sicht auf die Faltungssätze besagt dies, daß 2t mindestens eine hintere 
beschränkte Reziproke hat. Denn es ist ja 2t(2t*23) = g. — Ebenso 
beweist man, daß jede beschränkte Matrix 2t mit einer positiv definiten 
vorderen Norm, n (2t* 2t) > 0, mindestens eine vordere beschränkte Rezi- 
proke hat. — Nun können diese Sätze umgekehrt werden: n (2t 2t*) > 0 
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ist nicht nur hinreichend, sondern auch notwendig für die Existenz 
mindestens einer hinteren Reziproke; und ebenso folgt aus der Existenz 
mindestens einer vorderen Reziproke, daß n (2t* 2t) > 0 gilt. Ist nämlich 
etwa die letztere Bedingung nicht erfüllt, so ist n(2I*2I) = 0. Zwecks 
Zurückführung ad absurdum nehmen wir mit Hellinger an, daß 21 
dennoch mindestens eine beschränkte vordere Reziproke (£ hat. 
Wegen (229) und (233) gilt dann auf F 

(239) 1 " T <® = W ^ = f ( f ^ Xi) { ^^ k n) 
£ V0(E€*;e) V* 

woraus wegen 

O^0((S(S*;e)^M ((£(£*) 

sofort 

(239)' 1^M(£(S*) 0(21*21; t)), 

folgt. Da n (21 * 21), mit Rücksicht auf die Definition n ((21* 2l) [n] ) n (21* 21) 
und auf <P ((21* 2I) [wJ ) -> 0(21* 21) , die genaue untere Schranke von 
<2>(2I*2I) auf E darstellt, so folgt daraus 1 <J M (g (£*)• n (21* 21), und 
daher wegen n(2l*2l)=0 der Widerspruch 1 <I 0. — Die Kriterien 
sind also, wie behauptet, notwendig und hinreichend. 

Es gelten ferner nach Toeplitz bei beschränkten Matrizen die folgen- 
den Formalsätze : 

I) Hat 21 mindestens eine vordere und mindestens eine hintere 
Reziproke, so sind sie miteinander identisch. Es gibt also dann offen- 
bar nur eine vordere und nur eine hintere Reziproke, da ja z. B. alle 
vorderen Reziproken mit derselben hinteren Reziproke identisch sein 
müssen. 

Der Beweis verläuft unter Benutzung der Faltungssätze wie folgt: 
Ist 33 21 = © und ffl (£ = g, so gilt (33 21) © = © und 33 (21 S) = 33, mit- 
hin wegen (33 21) E = 33 (21 E) auch g = 33, w. z. b. w. Die Voraussetzung, 
daß alle drei Matrizen beschränkt sind, ist dabei sehr wesentlich: 
eine finite Matrix kann, wenn sie nicht beschränkt ist, unendlich viele 
verschiedene beschränkte hintere Reziproken haben, die alle auch 
vordere Reziproken sind (vgl. das auf S. 131 angedeutete Beispiel). 

Den zweiten Formalsatz genügt es auszusprechen, da der Beweis, 
dank der Faltungssätze, von S. 6 wörtlich übernommen werden kann: 

II) Hat die beschränkte Matrix 21 eine und nur eine beschränkte 
hintere Reziproke, so ist sie zugleich eine, also wegen I) die einzige 
vordere Reziproke von 21, und entsprechendes gilt für den Fall einer 
eindeutigen vorderen beschränkten Reziproke. — 
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Gibt es zwei verschiedene beschränkte hintere Reziproken, so gibt 
es deren sogar unendlich viele (und dabei wegen I) keine beschränkte 
vordere Reziproke) und entsprechendes gilt für vordere Reziproken 
Denn es sei 2193 = <g, HG = g und » + g. Dann ist, wenn * eine 
beliebige Zahl bedeutet, wegen 

+ ») = a» + «aE-«a» = 8i8 + «(®-ffi) = g 

jede Matrix 8 + *(G - »)=f= » eine beschränkte hintere Reziproke 
von a. 



§ 60. Das Reziprokenproblem. Die Toeplitzsche Tabelle. 

Die beiden Faltungssätze lassen also für eine beschränkte Matrix 21 
nur die vier folgenden Fälle zu: 

1. Es gibt eine und nur eine hintere beschränkte 
Reziproke, die zugleich die einzige vordere be- 
schränkte Reziproke ist. 

2. Es gibt keine vordere und keine hintere beschränkte 
(240) Reziproke. 

3 a. Es gibt keine beschränkte vordere Reziproke, es 
gibt aber unendlich viele hintere beschränkte 
Reziproken, 

3b. oder es tritt das Umgekehrte ein. 

Und zwar sind hierfür die notwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen nach den vorhergehenden bz. die folgenden: 

1. n(2l2l*)>0, n(2I*2l)>0. 



(241) 



2. n (H«*)=0, 
3a. n(2I2l*) > 0, 
3b. n (51*21) >0, 



n(2{*21)= 0. 
n(2I* 51) = 0. 
n(a 51*) = 0. 



Ist {ß.} eine quadratisch konvergente Zahlenfolge, so sind die beiden 
Matrizen 



(242) % 



0 
1 
0 



0 
0 

1 



93 = 



fli 
1 

0 



Ä 

0 

1 



ßs 
0 

0 



o . 
o . 



offenbar beschränkt, und, wie man leicht nachrechnet, derart, daß 
8t 33 = © gilt, wie auch dabei die ß sein mögen. Für die Matrix 21 
liegt also der bei endlichen Matrizen noch nicht mögliche Fall 3 a 
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vor. Ist 2I23 = (£, so gilt 8t' ©' = (£' = ®, so daß für eine Matrix H 
der Fall 3 a dann und nur dann vorliegt, wenn für die transponierte 
Matrix der Fall 3 b , und umgekehrt. Ist % normal, d. h. 21 21* = 21*21, 
so ist der pathologische Fall 3 von vornherein ausgeschlossen (freilich 
ist dies nur eine hinreichende Bedingung). Insbesondere trifft dies bei 
den Hermiteschen Matrizen zu. Es ist übrigens zu beachten, daß daraus, 
daß 21 normal ist, noch nicht folgt, daß auch % [n] 21^] = %* n] %n] g nt 
(die Umkehrung ist jedoch, mit Rücksicht auf das Majorantenkriterium 
auf S. 134, gewiß richtig). Hingegen ist 21 dann und nur dann Her- 
mitesch, wenn jedes % [n] Hermitesch ist. 

Die Gleichberechtigung von 21 und 21' bei endlichen Matrizen kann 
also ebenfalls keine gruppentheoretische Tatsache sein. In der Tat 
haben wir uns auf S. 8 auf eine sozusagen funktionentheoretische 
Tatsache gestützt, um dadurch, unter Benutzung der Formalsätze, den 
Fall 3 ausschließen zu können. Jetzt fehlt aber, wie wir sogleich 
sehen werden, die entsprechende Tatsache. 

§ 61. Fortsetzung. Historische Bemerkungen. 

Betrachten wir die zu einer beliebigen, nicht notwendig beschränkten 
Matrix % gehörigen Gleichungen 

(243) Sa ilt x k = Ci ) i = l, 2, .... 

Ist 21 zeilenfinit, so sind die Reihen linkerhand bei jedem -System 
konvergent. Freilich auch nur dann. Toeplitz hat gezeigt, daß auf 
diesen Fall diejenigen Sätze über endliche lineare Gleichungssysteme, 
die auch für Systeme gelten, bei welchen die Anzahl der Variablen 
mit derjenigen der Gleichungen nicht übereinstimmt, dank des Ge- 
lingens eines „Endlichkeitsschlusses" übertragen werden können, was 
auch dabei die c. sein mögen. Da die c i keinerlei Konvergenz- oder 
Größenordnungsannahmen unterworfen sind, so läßt sich diesbezüglich 
auch betreffend der Lösungen gar nichts behaupten. — Wenn man 
nun von diesen Matrizen absieht und zu anderen abgerundeten 
Matrizenklassen übergeht, so ist eine systematische Theorie erst dann 
möglich, wenn man unter „Lösung" nur eine Lösung versteht, die 
ganz bestimmten, der Klasse angepaßten Konvergenzbedingungen ge- 
nügt, und wenn man zugleich auch die zugelassenen ^.-Systeme passend 
einschränkt (trotzdem dabei für gewisse Matrizen der Klasse auch für 
gewisse andere ^-Systeme Lösungen existieren, die der Konvergenz- 
bedingung der Klasse genügen, oder aber bei gewissen, den Konvergenz- 
bedingungen genügenden ^-Systemen gewisse Matrizen der Klasse auch 
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Lösungen zulassen, die den Konvergenzbedingungen der Klasse nicht 
mehr genügen). 

Diese Notwendigkeit hat gelegentlich bereits Poincare erkannt, indem 
er in seinen beiden, sich unmittelbar nach der Hillschen Mondtheorie 
(1877 — 1878) datierenden, für die Theorie der unendlich vielen 
Variablen historisch so wichtig gewordenen Aufsätzen (1885 — 86) über 
diesen Gegenstand ausführt, daß ein System von unendlich vielen 
linearen Gleichungen gewissermaßen als ein ebensolches System von 
Ungleichungen aufzufassen ist (aus dieser Bemerkung von Poincare 
ist methodisch z. B. die Borel-Denjoysche Theorie der quasianalytischen 
Funktionen entstanden; nur sind in der heutigen, von Carleman weit 
entwickelten Theorie die Spuren der Entstehung etwas verwischt, in- 
dem das Poincaresche Prinzip z. B. durch die [sich ihrerseits dem 
Poincareschen Prinzip unterordnende] Bestimmtheitstheorie der asym- 
ptotischen Reihen ersetzt wird). — Daß dieses Prinzip zum Aufbau von 
Theorien nicht nur notwendig, sondern auch hinreichend ist, konnte 
aus verständlichen Gründen nicht sofort erkannt werden: es scheint, 
daß bei unendlichen Gleichungssystemen — sofern sie nicht von vorn- 
herein ganz harmloser Natur waren oder einer Behandlung mit einem 
expliziten Apparat 1 ), etwa mit unendlichen Determinanten oder kon- 
vergenten Kettenbrüchen gestatteten — ähnliche Hemmungen vor- 
lagen, wie gleichzeitig oder etwas früher bei den divergenten Reihen. 
So konnte das Prinzip, nach einer vorläufenden, durch die Enzyklopädie 
der Vergessenheit erst unlängst entrissenen Arbeit von Dixon(l902), nur 
bei Hilbert (1906) zur Durchführung gelangen. Hilbert legt dabei die 
an die Spektraltheorie angepaßte Bedingung der quadratischen Kon- 
vergenz, also die Kugelmannigfaltigkeit E zugrunde. Die Grundlagen 
eines allgemeinen, z. Z. nicht restlos entwickelten Rahmen sind in der 
auf S. 46 erwähnten Arbeit von Helly gelegt. 

§ 62. Die lösungstheoretische Bedeutung der Reziproken. 

In der Beschränktheitstheorie handelt es sich also zunächst 2 ) um 
folgendes: In dem Gleichungssystem 

(244) 2Tj = c; J«< k * k = c<, i = 1, 2,... 

k=l 

1 ) Wie unnatürlich dieser Standpunkt ist, geht daraus hervor, daß es außer 
der so darstellbaren Lösung auch weitere, an sich gleichberechtigte Lösungen 
geben kann. Ein „expliziter" Apparat liefert meistens diejenige Lösung, 
welche durch die Abschnitte festgelegt wird. (Vgl. Kap. VI.) 

2 ) Vgl. hingegen § 97. 
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werden nur quadratisch konvergente c zugelassen und als Lösung £ 
wird nur ein quadratisch konvergentes Zahlensystem (x 19 x 2 , ...) be- 
trachtet, es wird also insbesondere der vom Nullvektor verschiedene 
Vektor £ nur dann als eine Eigenlösung der homogenen Gleichungen 
betrachtet, wenn die Norm von £ endlich ist, so daß es auch eine 

normierte Lösung gibt, z. B. t-^-t. Beachtet man nun, daß eine Ma- 



trix 



23 = ||^ fc || dann und nur dann beschränkt ist, wenn die Reihe 
2} | 2j^ih c k P ^ r a ^ e quadratisch konvergenten Zahlenfolgen {c fc } kon- 

i k 

vergiert (siehe S. 129), m. a. W., wenn sie jeden quadratisch konvergenten 
Vektor c in einen ebensolchen, nämlich in 23 c transformiert, so er- 
sieht man unter Beachtung von (224) oder (229) durch Wiederholung der 
auf S. 5 — 6 durchgeführten Betrachtung, daß die beschränkten hinteren 
Reziproken von 21 lösungstheoretisch gedeutet werden können: Die 
beschränkte Matrix hat dann und nur dann mindestens eine be- 
schränkte hintere Reziproke 23 , wenn die Gleichungen 21 £ = c bei 
jedem quadratisch konvergenten c mindestens eine quadratisch konver- 
gente Lösung £ haben, und zwar ist £ = 33 c eine quadratisch konver- 
gente Lösung; und es gibt bei jedem quadratisch konvergenten c dann 
und nur dann genau eine quadratisch konvergente Lösung, wenn % 
genau eine beschränkte hintere Reziproke hat. — Es sei betont, daß 

eine jede der Reihen 2J a i] i x u j 2^iii C it absolut konvergiert, da 21 und 
k k 

23, als beschränkte Matrizen, gewiß (^-Matrizen sind. — Die vorderen 
Reziproken sind, wie bereits erwähnt, die hinteren Reziproken der 
transponierten Matrizen und umgekehrt. Das Auftreten der patho- 
logischen Fälle 3 erklärt sich daher auf die folgende Weise. Die zu 
der unter (242) stehenden, von Toeplitz angegebenen Matrix 21 gehörigen 
inhomogenen Gleichungen sind Xi +1 = c.; i = l,2,.... Diese Glei- 
chungen sind bei jedem quadratisch konvergenten [c { ) quadratisch 
konvergent lösbar, und zwar auf unendlichviele Weisen, da für x ± von 
dem Gleichungssystem gar nichts verlangt wird. Die transponierte 
Matrix ist 



(245) 



2t' = 21* = 



0 
1 
0 



0 
0 

1 



0 • • 

o . . 
o ... 



die zugehörigen Gleichungen sind 0 = c A , x i = Ci +li i =* 1, 2, . . . , 
also nicht ohne weiteres, sondern nur dann lösbar, wenn c x zufällig 
= 0 ist, so daß es keine hintere Reziproke, also für 2t keine vordere 
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Reziproke geben kann. — Im Falle 2 sind drei Unterfälle denkbar: 
die Anzahl der linear unabhängigen normierten Lösungen des homogenen 
Gleichungssystems 51 £ = o ist entweder 2 a. gleich Null, oder 2 b. von Null 
verschieden, jedoch endlich, oder 2 c. unendlich. — Bei den endlichen 
Matrizen ist Fall 2 c ausgeschlossen, und mit Rücksicht auf den Alternativ- 
satz auch 2a. Bei unendlichen beschränkten und zwar auch bei Hermite- 
schen Matrizen kann, wie wir sehen werden, jeder der drei Unterfälle 
vorkommen. Der Alternativsatz ist also in diesem Rahmen unrichtig. 
Liegt Fall 2 b vor, so haben, wie nicht näher ausgeführt werden soll, die 
inhomogenen Gleichungen, ebenso wie bei endlichen Matrizen, bei 
gewissen, jedoch nicht bei allen quadratisch konvergenten c eine, freilich 
nicht nur eine quadratisch konvergente Lösung (denn zur Lösung des 
inhomogenen Systems kann eine Eigenlösung addiert werden). — Im 
Falle 1 gibt es keine normierte Eigenlösung, da die Lösung bei jedem c ein- 
deutig bestimmt ist und der Nullvektor o eine zu c = o gehörige, nicht 
normierbare Lösung darstellt. — Im Falle 3 a gibt es bei jedem c 4= o 
unendlich viele verschiedene Lösungen, also haben auch die homogenen 
Gleichungen normierte Lösungen. Denn sind g x , £ 2 zwei, zum selben c 

gehörige verschiedene Lösungen, so ist ^ — £ 2 , also auch 

eine Lösung der homogenen Gleichungen. Der Alternativsatz ist also 
jetzt ebenfalls ungültig, jedoch in einem umgekehrten Sinne wie bei 2a. 
— Im Falle 3b kann, wie das Beispiel (245) zeigt, der Alternativsatz in 
demselben Sinne wie bei 2a ungültig sein. 

§ 63. Die Resolvente. Existenzsatz. 

Wir gehen nun zur Resolvente der beschränkten Matrizen über. 
Bezeichnet X eine Zahl, so ist zugleich mit 51 auch X (S — 51 beschränkt. 
Die Punkte der X- Ebene, in welchen für X (£ — 51 nicht der Fall 1 vor- 
liegt, bezeichnen wir als die singulären Stellen der Matrix 51, die 
übrigen als die regulären Stellen, so daß X für 51 dann und nur dann 
regulär ist, wenn X (5 — % genau eine beschränkte Reziproke 

{w-xr* = \\R tlt {X)\\ 

hat, die, als Funktion von X aufgefaßt, wieder als Resolvente von 5t 
bezeichnet wird. Da (X (g — 5l) _1 nach Voraussetzung sowohl hintere 
als auch vordere Reziproke von (X (S — 51) ist, so ist sie mit {X (5 — 50 
vertauschbar und es liegt auch für [X (£ — 5I) _1 der Fall 1 vor. Sind 
andererseits 23, (£ zwei beschränkte Matrizen, für welche der Fall 1 
vorliegt, so liegt auch für das Produkt 23 (£ der Fall 1 vor, da unter 
Beachtung der Faltungssätze die beschränkte Matrix Q£ _1 23" 1 sowohl 
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vordere als auch hintere Reziproke von 93 (£ ist. Sind dabei 93 und 
(£ vertauschbar, so sind es auch 33 _1 und Unter wiederholter 

Beachtung der Faltungssätze folgt daraus nach wortgetreuer Wieder- 
holung der bei endlichen Matrizen benutzten Schlußweise (S. 16) die 
Hilbertsche Funktionalgleichung der Resolvente = (A @ — 5Q _1 : sind 
A', A" zwei reguläre Stellen von 51, so ist 

(A'_A") ftv SRv = «A"-»li'- 

Es sei jr eine beliebige beschränkte und abgeschlossene Punkt- 
menge auf der A- Ebene, die wir wieder mit der (P- Ebene identifizieren 
können. Den trivialen Fall, wo Jt nur endlich viele Punkte enthält, 
können wir ausschließen und daher auf Jt nach bekannten Sätzen eine 
(nötigenfalls auf jt überall dichte) Punktfolge jr' = [X x , A 2 , . . .} derart 
bestimmen, daß ji mit der abgeschlossenen Hülle von jt' identisch 
ist, also aus den Punkten X i sowie ihren Häufungspunkten besteht. 
Bezeichnet R (51) die nach Voraussetzung endliche obere Grenze aller 
|AJ, so ist die Kopplungsform der Diagonalmatrix 21=11^(5^11 auf E 
absolut gewiß <^R(5I), also ist 5t beschränkt. Man überzeugt sich 
leicht, daß die zu A @ — 51 gehörigen inhomogenen Gleichungen 
(A — ^i)x i =c i für jede quadratisch konvergente Zahlenfolge {cj dann 
und nur dann genau eine quadratisch konvergente Lösung haben, wenn 
A weder ein X { noch ein Häufungspunkt der X i ist. M.a. W., die singulären 
Stellen von 51 sind mit den Punkten der beschränkten und abgeschlossenen 
Punktmenge Jt identisch, die willkürlich vorgeschrieben werden kann. 

Wir zeigen jetzt umgekehrt, daß die Menge der singulären Stellen 
bei jeder beschränkten Matrix 51 beschränkt und abgeschlossen ist. 
Zunächst müssen sie alle im Kreisbereiche | <P | P (51) < -|- oo liegen. 
Wegen (231) ist nämlich P (5T W ) <: (P (51))™, m = 1, 2, . . ., so daß die 

CO 

C. Neumannsche Reihe ^ = ~~Zi m ^ Rücksicht auf die bei (230) 

gemachte Bemerkung für | A | > P (51) gewiß konvergiert und eine be- 
schränkte Matrix darstellt. Man verifiziert leicht, wie auf S. 136, daß sie 
sowohl vordere als auch hintere Reziproke von A@ — 51 ist, w.z.b.w. 

[Aus der Verifikation erkennt man, daß, sobald ^ etwa für | A | > q 
konvergiert und eine beschränkte Matrix darstellt, für | A | > q kein A 
singulär ist, so daß £ = ^ c die einzige quadratisch konvergente Lö- 
sung von (A(S — 5t)£ = c, |c| 2 <+oo ist. — Man kann den Be- 
schränktheitsbegriff auf nichtlineare Gleichungssysteme (mit unendlichen 
Potenzreihen unendlich vieler Variablen) restlos verallgemeinern und 
die soeben gemachte Bemerkung leistet dabei beim Existenzbeweis der 
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Lösung oder bei analytischen Fortsetzungen der Lösung einen wesent- 
liehen Dienst.] 

Wir haben noch zu zeigen, daß die Menge der singulären Punkte 
immer abgeschlossen ist. Zu diesem Ende genügt es zu beweisen, daß 
jede reguläre Stelle in einem Gebiet von lauter regulären Stellen liegt. 
Ist aber n 0, so gibt es, wie man sich leicht überzeugt, aus 

Gründen der Stetigkeit ein e > 0 derart, daß im Kreise | A | < e auch 
n ((A (S — %) (A (S — $)*) > 0 gilt und entsprechendes kann für die 
vordere Norm gezeigt werden. Wir können aber auch mehr behaupten: 
ist A = A 0 eine (im Endlichen gelegene) reguläre Stelle, so daß die ein- 
deutige Reziproke (A 0 (£ — ^C)"* 1 existiert, so kann diese nach aufsteigenden 
ganzen Potenzen von A — A 0 in eine Matrizenpotenzreihe entwickelt werden, 
die für | A — A 0 | < e eine konvergente Darstellung einer beschränkten, zu 
A (S — % von vorn und von hinten reziproken Matrix ist. Durch eine Ver- 
legung des Nullpunktes können wir erreichen, daß A 0 = 0 wird. Dann ist 
also tyT 1 vorhanden (mit wollen wir nur eine Reziproke bezeichnen, 

CO 

für welche der Fall 1 vorliegt). Die Reihe — X n ( ( ä~ 1 ) n+1 ist dann 

für | A | < P konvergent und stellt, wie eigentlich bereits auf 

S. 136 verifiziert wurde, eine sowohl vordere als auch hintere be- 
schränkte Reziproke von A (S — 21 dar, w. z. b. w. Alle diese Entwick- 
lungen entstehen aus der Neumannschen, die zu A 0 = oo gehört, durch 
eine projektive Substitution. — Da in der Umgebung jeder regulären 
Stelle A 0 die Matrix || R ik (A) || = (A (£ — 8t) _1 nach aufsteigenden Po- 
tenzen von A — A 0 entwickelt werden kann, so gilt dies erst recht von 
den Funktionen R il( (X). Wir denken uns dabei aus der Ebene die 
singulären Stellen entfernt und dadurch die R. h (A) evtl. künstlich ein- 
deutig gemacht, damit es sich um den Zweig von R. fc (A) handeln soll, 
der einen unmittelbaren matrizentheoretischen Sinn hat. Es ist unnötig 
zu betonen, daß das Gebiet der regulären Stellen von $1 nicht einfach 
zusammenhängend, ja nicht einmal zusammenhängend zu sein braucht, 
so daß R ile (X) in verschiedenen Gebieten der Ebene verschiedenen 
analytischen Funktionen oder „verschiedenen" Zweigen derselben ana- 
lytischen Funktion angehören kann. 

In einer von i und k unabhängigen Umgebung jeder matrizentheo- 
retisch regulären Stelle von 51 ist, wie wir soeben gesehen haben, jede 
der Funktionen R iJc (X) gewiß regulär. Daraus folgt, daß jede be- 
schränkte Matrix % mindestens eine singuläre Stelle hat. Denn sonst 
wäre jedes R ilc (X) eine ganze Funktion, die mit Rücksicht auf die , 
in der Umgebung der Stelle A 0 = oo gültigen Neumannschen Entwick- 
lung für | A | — *• -f- oo gleichmäßig verschwindet, so daß nach dem 
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Satze von Liouville R ih (X) = 0 ist. Dies ist aber eine Absurdität, 
da || R ilc (?) || mit (A @ — 21) multipliziert mindestens für | X | > P (21) die 
Einheitsmatrix ergeben soll, also nicht die Nullmatrix sein kann. — 
Implizite haben wir bewiesen, daß mindestens ein R i1c (X) mindestens 
eine singuläre Stelle hat. 

Der Satz, daß die Menge der matrizentheoretisch singularen Stellen 
von 21 aus den funktionentheoretischen Singularitäten der Resolvente 
und nur aus diesen Stellen besteht, ist wohl bei endlichen Matrizen 
(S. 17), nicht aber bei den beschränkten richtig. Das Beispiel (242) 
belegt dies. Die Menge der singulären Stellen dieser Matrix ist näm- 
lich, wie sich leicht zeigen läßt, identisch mit dem Kreisbereiche | k | < 1, 
trotzdem jedes R ih (X) mit Ausnahme des einzigen Punktes X = 0 durch- 
weg regulär ist. Vgl. S. 152. Allerdings ist (242) nicht Hermitesch. — 
Vgl. S. 178 weiter unten. 



§ 64. Die Hermiteschen Abschnittsspektra. 

Es sei % eine Hermitesche Matrix und es sei K ein (offenes) Kreis- 
gebiet derart, daß es keinen Punkt des Abschnittspektrums von 21 ent- 
hält, d. h. es möge jeder Eigenwert eines jeden Abschnittes S& [n] von 
21 außerhalb K liegen. — Solche Kreise gibt es gewiß, da jeder 
Abschnittseigenwert absolut <! P (% [n] ) <! P (21) < + oo ist. Wir werden 
später (§ 102) auch für nicht beschränkte Matrizen einen Satz beweisen, 
aus welchem folgt, daß jeder Punkt von K regulärer Punkt für 2t ist; 
genauer, bezeichnet || Rjß (X) || {n) die (auf K gewiß vorhandene) Resol- 
vente von so ist auf K der Grenzwert lim RM (X) bei jedem i 

und k vorhanden und die Matrix || lim Rjf (X) || stellt dabei eine, so- 

11— oo 

wohl hintere als auch vordere, beschränkte Reziproke von X (g — 91 
dar. Man könnte meinen, die dadurch gelieferte Bedingung sei nicht 
nur hinreichend, sondern auch notwendig dafür, daß /° keine singuläre 
Stelle von % ist. Das Toeplitzsche Beispiel der Matrix 



(246) 



51 = 



0 1 

1 0 



0 1 

1 0 



die durch Verschiebung „irreduzibler Quadrate" 

Wintner, Spektraltheorie. 



0 


1 


1 


0 



entlang der 
10 
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Diagonale entsteht und sonst mit lauter Nullen besetzt ist, belehrt uns 
jedoch des Gegenteils 1 ). Zunächst ist, wie man sich leicht überzeugt, 
$l 2 = (£. Also ist 51 Reziproke von sich selbst, mithin hat X (£ — 51 
für X = 0 eine vordere und hintere Reziproke, nämlich — 51, die offen- 
bar beschränkt ist. Also ist X = 0 eine reguläre Stelle von 5L Trotzdem 
gibt es unendlich viele verschwindende Abschnittseigenwerte. Denn 
in 2t[2n+i] wird die letzte Zeile von lauter Nullen gebildet, so daß 
det $l[2n+i] = 0 ist und daher ein verschwindender (2w+ l)-ter Eigen- 
wert existieren muß. — Indem man etwa die getrennten irreduziblen 
Quadrate binär auf die Hauptachsen transformiert, kann man hier 



übrigens auch das ganze Abschnittspektrum ablesen: % in] hat — Eigen- 



werte = und — Eigenwerte = — 1; hierbei ist, wie üblich, 



n = 2 m -f- 1 oder n = 2 m und beidemal ^— J = m gesetzt. Es ließe 

sich ohne Mühe zeigen, daß die beiden Punkte X = + 1, im Gegensatz 
zu X = 0, bereits singuläre Stellen von 51 sind. Dies ist kein Zufall, es 
folgt vielmehr auch aus einem allgemeinen Satz über Hermitesche 
Matrizen, denen wir uns jetzt im besonderen zuwenden. 

§ 65. Ein Satz über Hermitesche Matrizen. 

Ist 51 von Hermiteschem Typus, so ist X (£ — 51, wenn X nicht reell 
ist, zwar nicht von Hermiteschem Typus, jedoch, wegen 5t = %* und 
da mit X (£ jede Matrix vertauschbar ist, offenbar normal, so daß für 
X (S — 51 der Fall 3 gewiß ausgeschlossen ist. Um also die regulären 
Stellen von 5t aufzufinden, brauchen wir nur etwa die hintere Norm 
von X (£ — 5t zu betrachten. Die Bedingung 1 in (241) ergibt, daß X 
für 5t dann und nur dann regulär ist, wenn n {(X (S — 5t) (X Qs — 51)*) > 0 
ausfällt. Daraus folgt, daß alle nicht reellen X reguläre Stellen sind. Es 
sei X reell. Dann ist (X — 5t)* = X — 5t* = X — 5t, und unsere Ungleich- 
heit geht in n ((X (£ — 5t) 2 ) > 0 über. Diese Bedingung ist, wie man sich 
leicht überzeugt, für / < — P (5t) sowie für X > P (5t) gewiß erfüllt, doch 
brauchen wir dies nicht besonders zu beweisen, da für |A|>P(5t) 
die Neumannschen Reihen immer eine beschränkte Reziproke liefern. 
Auf dem Intervall — P (5t) ^ X <[ P (5t) muß es mindestens eine singuläre 






x ) Umgekehrt, es gibt beschränkte (nicht Hermitesche) Matrizen 5t derart, daß 
eine Stelle X zu den matrizentheoretisch singulären Stellen von 51 gehört und den- 
noch keine Häufungsstelle von Abschnittseigenwerten ist. Des näheren vgl. S. 152. 
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Stelle geben, da sonst keine singuläre Stelle vorhanden sein würde. Mit 
Rücksicht auf (213) behaupten wir mehr, wenn wir sagen, daß be- 
reits auf dem Intervall n (21) <I X ^ m ($) ^ o) mindestens eine singu- 
läre Stelle liegen muß. Dies folgt aber daraus, daß für X < n (21) und 
für X > m (21) jedes X regulär ist. Denn n (2t) ist nach Definition 
(S. 124) die untere, m (21) die obere Grenze aller Abschnittseigenwerte, 
so daß auf den beiden Halbgeraden X < n (21), X > m (21) kein einziger 
Abschnittseigenwert liegt. 

Wir zeigen nun, daß die Endpunkte des Abschnittspektrums, 
0 X = n (8t) und °X = m (21), die im Falle 21 = c (S, c ^ 0 zusammenfallen, 
gewiß singuläre Stellen von 21 sind. Die Behauptung besagt, daß 
X=°X und X = °X Wurzeln der Gleichung n {{X @ — 2C) 2 ) = 0 sind. 
Wir können uns dabei auf den Fall des oberen Endpunktes °X be- 
schränken. Denn sonst würde man von 21 zu — 21 übergehen. Wir 
können ferner annehmen, daß der untere Endpunkt Q X in den Null- 
punkt X = 0 hineinfällt. Denn sonst würde man 21 durch 21 — 0 X (£ er- 
setzen können, weil ja <P( 0 A (g; j) = 0 A ist für |y| = l. Wir haben 
also nur zu zeigen, daß n ((°X © — 21) 2 ) = 0 wird, wenn 

(247) °A = m (21) > n (21) =^ = 0 

gilt; 21 ist nichtnegativ definit. Aus (213), (247) folgt zunächst 
m(2r) = M(2l)=P(2r) = °A, und daraus wegen (235) und mit Rück- 
sicht auf den Hermiteschen Charakter 21 = 21* offenbar 

(248) *X = M (2t), M (2l 2 ) = (M (2t)) 2 . 

Nun beachte man, daß nach der Schwarzsehen Ungleichung für | £ | = 1 

(249) [*(«;*)]•= [Jdk^J^il JX***| 2 = *(«■;!) ^ M(2t 2 ) 

1=1 fc=l 1=1 &=1 

gilt. Vgl. nämlich (233), wobei 21* = 21 zu setzen ist. Aus (248) und 

(249) folgt für jeden normierten Vektor £ 

(250) [# (21; £)] 2 <C <P (2t 2 ; E ) <C °X*. 

Wegen °X = M (2t) = m (2t) gibt es ferner eine Folge { £ M } von nor- 
mierten Vektoren derart, daß <P (2t; £ J -> °A gilt für n — ► + oo . 
Wegen (250) muß für dieselbe Folge auch <P(2t 2 ; £ n )-> 0 ^ 2 , also wegen 
^(®;Ü = |fJ 2 = l offenbar 

(251) — % <P(2t 2 ;rJ — *(ffi ;Sl J — 1 

10* 
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gelten. Aus (251) folgt nun 

<*> ((°A S - 81) 2 ; rj ^ °A 2 4> ((£; jj - 2 °A 0 (81; ftl ) 

+ ^(^ 2 ;?J — °>i 2 -i - 2°A.°A + °A 2 = 0 ; 

so daß die Kopplungsform der nichtnegativ defmiten Hermiteschen 
Matrix (°A (£ — 81) 2 unter der Nebenbedingung |f| = l der Null be- 
liebig nahe kommen kann. M. a. W., es ist n ((°A g — 81) 2 ) = 0, 
w. z. b. w. 

Da die reellen Diagonalmatrizen von Hermiteschem Typus sind, 
so erkennt man, wie auf S. 143, daß jede auf dem (evtl. auf einen 
Punkt zusammenschrumpfenden) Intervall n (81) <^ A <^ m (8l) gelegene 
abgeschlossene Punktmenge, also z. B. dieses ganze Intervall oder darauf 
getrennt liegende Intervalle die singuläre Menge einer passend zu 
wählenden beschränkenden Hermiteschen Matrix bilden können (ebenso 
wie bei beliebigen beschränkten Matrizen die singuläre Menge z. B. 
aus Kreisscheiben, aber auch aus Kreisringen usf. bestehen kann). 
Auf die spektrale Analyse dieser Punktmenge kommen wir noch aus- 
führlich zurück. 

§ 66. Über die Lage der matrizentheoretisch singulären 

Stellen. 

Es bezeichne S(8l) die Menge der matrizentheoretisch singulären 
Stellen der beschränkten und nicht notwendig Hermiteschen Matrix 81. 
Nach § 63 ist S (51) eine nicht leere, abgeschlossene und beschränkte 
Punktmenge der komplexen A -Ebene. Die Zahl A liegt dann und nur 
dann in S (2t), wenn (A (£ — 81)" 1 nicht existiert. Hierfür ist nach (241) 
notwendig und hinreichend, daß mindestens eine der beiden reellen 
und nichtnegativen Zahlen 

n ((* E - H) W G - 51)*) , n (tf ffi - 81)* (A S - 81)) 

verschwindet. Es ist also wegen 

| <£((£; j)| 2 ^<i>(ee*;j), 

(lsl = i; e 

und mit Rücksicht auf 

*(E;s) = *(Affi-«;s) = A*(ffi;s)- *(«;s) = il- *(«;s) 
offenbar notwendig, daß 

A - *(H; E ) 



|*(e;s)|'^*(ffi*(S;s) 
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unter der Nebenbedingung | y | = 1 der Null beliebig nahe kommen 
kann, d. h. daß die Zahl X in dem Wertbereiche W (51) der Kopp- 
lungsform liegt. Mithin ist jeder Punkt von S (51) auch in W (5t) ent- 
halten. 

Für endliche Matrizen haben wir diesen Satz bereits in § 19 be- 
wiesen. Man könnte also glauben, daß die soeben vorgenommene 
Übertragung auf unendliche Matrizen nichts Neues aussagt. In der Tat 
haben wir vorher dem Toeplitzschen Satze (§ 19) unmittelbar ent- 
nehmen können, daß das Abschnittsspektrum der unendlichen Matrix 51 
stets in W(5l) liegt. Nun gibt es aber, wie bereits erwähnt (S. 146), 
beschränkte (nicht Hermitesche) Matrizen 51, bei welchen S (51) solche 
Punkte enthält, die weder Abschnittseigenwerte noch deren Häufungs- 
werte sind, so daß die obige direkte Schlußweise ebenso unumgänglich 
war, wie in § 63 der Existenzbeweis für S(5t). Zu jeder beschränkten 
und abgeschlossenen Punktmenge TT gibt es bekanntlich einen und 
nur einen konvexen Bereich (vgl. S. 34), der unter allen, TT enthalten- 
den konvexen Bereichen der kleinste ist; er heißt konvexe Hülle von TT. 
Es bezeichne T(«) die konvexe Hülle von S(5I). Da S (51) in W (51) 
liegt und W(5t) nach §18 konvex ist, so liegt offenbar auch T(5l) in 
W(5l), ohne notwendig mit W(5l) identisch zu sein. Ist aber p(5l) = M(5l), 
so muß T(5t)=W(5l) sein. In dem Spezialfall, wo 51 Hermitesch ist 
[also nach (213) der Bedingung P(5l) = M (51) gewiß genügt], ist hierfür 
der Beweis in § 65 geführt worden. In dem allgemeinen Falle ist 
der Beweis etwas komplizierter, verläuft aber sonst ganz analog, so 
daß ich darauf hier nicht eingehen will. Es sei nur erwähnt, daß es 
sich um eine Verallgemeinerung der sich auf endliche und normale 
Matrizen beziehenden Toeplitzschen Polygonregel (§ 19) handelt; denn 
in diesem Falle ist die Bedingung P = M nach § 20 gewiß erfüllt. — 

Aus den Formalsätzen von § 59 folgt ebenso wie bei den endlichen 
Matrizen (S. 7), daß die vier beschränkten Matrizen 58, 58', 58, 58* nur 
zugleich eine eindeutige und beschränkte Reziproke zulassen können, 
und daß 

(Sä*)- 1 = (»-7, (»)-! = (»=1), also (SB*)- 1 ^" 1 )* 
gilt. Setzt man 58 = A (£ — 5t, so folgt daraus wegen 
(A (£ - 51/ = X @ - 51' , (I(&r- = ~5I) = X(g — «, (X (S - 51)* = l g - 51* 
offenbar 

S(5l') = S (51), S(H) = S(H), also S (51*) = 8(5), 

wobei S(5l) die Punktmenge bezeichnet, in welche S(5t) durch Spie- 
gelung an der reellen Achse übergeht. Diese Beziehungen, die im 
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Falle endlicher Matrizen auch mittels Determinanten verifiziert werden 
können (S. 23), stehen im Einklang damit, daß 

w(a / ) = w(«), w(«) = w(«), also w(8t*) = w(^ 

ist. — Es kann endlich, etwa mittels den C. Neumann-Hilbschen Reihen, 
ohne Mühe gezeigt werden, daß, wenn 81 _1 existiert, d. h. wenn der 
Punkt X = 0 außerhalb S(8t) liegt, auch jetzt (vgl. S. 15) 

gilt, wobei die Menge der reziproken Werte der in S(8t) ent- 

haltenen Zahlen bedeutet. 

§ 67. Die Resolvente in dem pathologischen Falle. 

Ist © eine beschränkte Matrix, für welche © _1 existiert, so wollen 
wir wieder sagen, die Matrix ©8I©" 1 entstehe aus der beschränkten 
Matrix 81 durch Transformation mittels ©. Die transformierte Matrix 
ist nach §55 wieder beschränkt. Wir wollen beweisen, daß die Menge 
der matrizentheoretisch singulären Stellen Matrizentransformationen 
gegenüber invariant ist. Es bezeichne zu diesem Ende l eine außer- 
halb S (8t) gelegene Zahl, so daß [X (S — SU)' 1 existiert Dann gilt wegen 

- sr)© _1 = - ©St©" 1 

und mit Rücksicht auf 

©(a© - 8t)© -1 ©(a© - 8t) -1 ©" 1 = e 

offenbar 

(A© - ©8t© _1 )(© (Ag — 8I)~ 1 ©~ 1 ) = ®, 
und ebenso folgt 

(© a « - str 1 © _1 ) (a s - © « © _1 ) = s , 

so daß - 8t)" 1 ©" 1 eine vordere und zugleich hintere und dabei 

nach dem ersten Faltungssatz beschränkte Reziproke von A (£ — ©8t©" 1 
ist. Folglich liegt jede außerhalb S(8t) gelegene Zahl außerhalb 
S(©8t©~ 1 ). Da ©8t©" 1 durch ©~ J in 8t transformiert wird, so folgt 
daraus, daß auch jede außerhalb S(©8t© _1 ) gelegene Zahl außerhalb 
S(8t) liegen muß. Mithin ist 

S(8t) = S(©8t©" 1 ), 

w. z. b. w. 
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Es sei nun 2t derart, daß 2t 1 existiert. Dann ist 

21* % = 21 21* 21, 

d. h. die beiden Normmatrizen gehen durch eine Matrizentransformation 
((5 = 2I~ 1 ) ineinander über, so daß sie mit Rücksicht auf die soeben 
bewiesene Relation dieselbe singuläre Punktmenge haben: 

(*) S(2I2I*) = S(2I*2I). 

Dieser Satz ist, im Gegensatz zu den endlichen Matrizen (§ 14), nicht 
allgemein richtig, wenn 2t _1 nicht existiert. Denn z. B. die eine der 
beiden Normmatrizen von (245) ist die Einheitsmatrix, die andere aber 
diejenige Diagonalmatrix, welche aus der Einheitmatrix dadurch ent- 
steht, daß das (1, l)-te Element (=1) durch Null ersetzt wird. Die 
Menge der matrizentheoretisch singulären Stellen enthält also bei der 
einen Normmatrix nur den Punkt 1 = 1, bei der anderen aber auch 
den Punkt 2 = 0, so daß S (21 21*) + S (21* 21) wird. 

Es sei jetzt wieder vorausgesetzt, daß 21 _1 existiert, und daher (*) 
gewiß richtig ist. Die beiden Normmatrizen 2(21*, 51*21 sind auch bei 
nicht Hermiteschem 21 Hermitesch und nichtnegativ definit. Aus (*) 
folgt daher nach § 65 

(**) n(2I2I*) = n (21*21), 

wenn 21 _1 existiert. Dies gilt, wenn nur 2t _1 existiert, so daß die 
Toeplitzsche Tabelle (241) dahin verschärft werden kann, daß im Falle 1 
die beiden Zahlen (**) gleich sein müssen. Anders ausgedrückt: sie 
sind stets nichtnegativ, können auch verschieden sein, sind aber gewiß 
gleich, wenn sie positiv sind. 

Wir können einen Schritt noch weiter gehen. Die Voraussetzung, 
daß 2t" 1 existiert, d. h. daß der Punkt A = 0 außerhalb S (21) liegt, 
lassen wir jetzt nämlich fallen und machen nur die Annahme, daß es 
gegen 2 = 0 konvergierende Zahlen X ± , 2 a , . . . gibt, die außerhalb S(2t) 
liegen [diese Annahme ist tatsächlich weniger einschränkend als die 
frühere; denn S(2t) ist eine abgeschlossene Punktmenge]. Aus (**) 
folgt dann, da (A m & — 21) ~ 1 für m = 1, 2, . .. existiert, 

n e - «> a m « - «o*) = n (a w e - 20* a m e - «Q) 

für jedes m. Wegen lim A m = 0 gilt daher aus leicht ersichtlichen Stetig- 

m— oo 

keitsgründen auch (**) selbst. Nur werden jetzt beide Zahlen (**) gleich 
Null sein können (wenn nämlich 21 ~ 1 nicht existiert). 
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Wir haben damit den folgenden Satz bewiesen: Die pathologischen 
Fälle 3 (S. 138) können nur bei solchen Matrizen 21 vorliegen, bei 
welchen es ein e > 0 gibt derart, daß jeder Punkt des Kreisbereiches 
| X | ^ e der matrizentheoretisch singulären Punktmenge S (Sl) angehört 
(übrigens ist diese notwendige Bedingung noch weitaus nicht hin- 
reichend). 

Dieser Sachverhalt kann bei der Matrix (245) ohne Mühe verifiziert 
werden. Die zu A(5 — 5C gehörigen inhomogenen Gleichungen (X (£ — Sl)y = c 
sind nämlich 

X X-^ — , X %>2 ^± — ^2 j X Xg #2 — j • • • ) 

woraus durch vollständige Induktion folgt, daß 

* { =2^> i = U2,... 

ist. Andererseits gilt £ = (X © — 5t)" 1 c, d. h. 

*i=I!RiMc*i i = i,2,..., 

wenn wieder ||^ t - fc (A)|| = (X (§ — $1) -1 gesetzt wird. Mit Rücksicht auf 
den rekursiven Charakter des Gleichungssystems ist es offenbar gestattet, 
die beiden Darstellungen von x. miteinander auch außerhalb S(2l) zu 
identifizieren. So folgt 

= Ji=Ti5 für k£i und R n (X)mO für i < k. 

Diese Matrix || (A) || ist aber nur dann eine ()- Matrix, wenn \X \ >1 
ist. Erst recht ist diese Bedingung dafür notwendig, daß ||^ fc (A)|| 
beschränkt ist. Folglich gehört der ganze Kreisbereich | X \ <[ 1 der 
matrizentheoretisch singulären Punktmenge S (21) an. Andererseits ist 
die Kopplungsform von (245) unter der Nebenbedingung | £ | = 1 nach 
der Schwarzsehen Ungleichung dem Betrage nach gewiß <[ 1, d. h. 
W(8t) liegt in dem Kreise | X \ < 1. Nach § 66 muß also auch S(2t) 
in diesem Kreise liegen. Mithin ist die Menge der matrizentheoretisch 
singulären Stellen bei der beschränkten Matrix (245) identisch mit dem 
Kreisbereiche | X | 5> 1 . 

Das Merkwürdige ist dabei, daß funktionentheoretisch nur der Punkt 
X = 0 singulär ist (d. h. die einzelnen R i1c (X) sind mit Ausnahme dieses 
Punktes durchweg regulär), und daß auch alle Abschnittseigenwerte 
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von (245) offenbar gleich Null sind. Diese Erscheinungen sind bereits 
auf S. 145 bzw. S. 146 erwähnt worden. 

Wir haben oben auf eine indirekte Weise bewiesen, daß die Ab- 
schnittsresolvente der kanonischen Matrix (245) für 1 1 | > 1 beschränkt 
ist. Einfacher folgt dies aus dem folgenden Satze von I. Schur: 

Damit die Matrix ||a <Ä || beschränkt, ist hinreichend, daß 

2\a ik \<Q 3 i = l, 2, JkJ < Ü > £ =1* 2, ... 

gilt, wobei ü irgendeine Schranke bedeutet. Dieser Schursche Satz, 
auf dessen Beweis hier nicht eingegangen werden soll, ist das einzige 
bisher bekannte allgemein brauchbare hinreichende und dabei explizite 
Kriterium für die Beschränktheit. 



Viertes Kapitel. 



Theorie der Spektralmatrix. 

§ 68. Unitäre, einseitig unitäre und halbunitäre Matrizen. 

QO 

Es sei U eine Matrix derart, daß für alle i und k 

7=1 

gilt. Für i = k ist dann die Summe gewiß absolut konvergent, also 
ist sie es gemäß der Schwarzsehen Ungleichung auch für i 4= k . Das 
Gleichungssystem besagt, daß U U* = (£ ist, d. h. daß II* eine hin- 
tere Reziproke von U darstellt, und zwar ist nach (213), (235) 

(252) (P (II)) 2 = (P (IT)) 2 = P (II) P (IT) = M (U II*) = M (<£) = 1. 

[Hierbei ist stillschweigend vorausgesetzt worden, daß II beschränkt 
ist. Doch braucht dies, wie man sich leicht überzeugt, nicht besonders 
vorausgesetzt werden: gilt UU* = (£, so ist II von selbst beschränkt.] 

Auf E ist wegen U U* = @ die Hermitesche Form <P (II II*) = <P ((£) = 1 , 
also ist m (II II*) = n (Uli*) = 1, und mithin auch m (II* Ii) = 1, wegen 
(236). Dies alles folgt aus Uli* = (£ allein; eine Matrix U, für welche 
diese Bedingung erfüllt ist, nennen wir unitär von rechts. Sie braucht 
nicht zugleich unitär von links zu sein, d.h. U*U ist im allgemeinen 
=4= (£, m. a. W., U* braucht keine vordere Reziproke von U zu sein. 
Es ist z. B. ersichtlich, daß die unter (242) stehende erste, „Volterra- 
sche" Matrix von rechts unitär ist, während sie nicht auch von links 
unitär sein kann, da sie unendlich viele hintere, also keine vordere 
beschränkte Reziproke besitzt, so daß jetzt zu den drei vorher ge- 
fundenen Relationen als vierte n (U* U) = 0 hinzukommt. Die trans- 
ponierte Matrix (245) ist freilich von links, aber nicht von rechts unitär; 
bezeichnet man sie also mit U, so gilt jetzt umgekehrt n(UU*) = 0, 
n (U*U) = 1, m (UU*) = m.(U*U) = 1. Man erkennt auch einen geo- 
metrischen Grund dafür, warum die Möglichkeit, daß aus U U* = (£ 
umgekehrt U*U^=(S nicht folgt, wohl bei endlichen (S. 5), nicht aber 
bei unendlichen Matrizen ausgeschlossen ist, und wieso der Fall 3 



IV. Kap. § 69. Einzelmatrizen. 155 

• 

jetzt auftreten kann: eine Koordinatentransformation, die, in einen 
w-dimensionalen Raum eingebettet, eine Drehung ist, braucht nicht 
bereits für den (n — l)-dimensionalen Raum eine („flache") Drehung 
zu bedeuten; nun gibt es aber zwischen n und n — 1 nur für n < + oo 
einen Unterschied. — Ist 11 von rechts unitär, so gilt, wegen (229) und 
da <P(1111*) = #(<g) ist, 

(253) iiJx-**J' 3 -i***i=i 

i=l k=l i=l 

auf E. Ist U nicht zugleich von links unitär, so gilt auf E zwar 
* (U* 11) £ m (U* U) = m (U U*) = 1, aber es gibt Punkte auf E, wo 
nicht das Gleichheitszeichen gilt, da sonst auch die untere Grenze 
n (11* U) = 1 wäre, während doch 11 nicht von links unitär sein soll. 
Ist also 11 von rechts unitär, so ist auf E 

(254) 1| i"H*J 2 ^l, 

i=l k=l 

wobei das Gleichheitszeichen für jeden Punkt auf E dann und nur 
dann gilt, wenn 11 auch von links unitär ist. Diese „Besseische Un- 
gleichung" haben wir bei endlichen Matrizen nur bei den halbunitären 
Matrizen gefunden. Die halbunitären unendlichen Matrizen, zu welchen 
wir nun übergehen werden, sind allgemeiner als unendliche Matrizen, 
die von rechts unitär sind, aber nicht von links oder umgekehrt. Ist 
eine Matrix sowohl von rechts als auch von links unitär, so nennen 
wir sie schlechthin unitär. Hierfür ist notwendig und hinreichend 

(255) n (U U*) = n (il*il) = m (Uli*) = m (11*11) = 1. 

Die unitären sind diejenigen Matrizen, welche eine und nur eine Rezi- 
proke haben, die mit der begleitenden Matrix identisch ist, U _1 = 11*, 
wobei, wie gesagt, das Zeichen -1 nur im Falle 1 benutzt werden soll, 
also im Falle 3, mithin bei nur einseitig unitären Matrizen keinesfalls. 

§ 69. Einzelmatrizen. 

Es bezeiche y. t wie auf S. 57, eine Zahl, die entweder =0 oder 
= 1 ist. Ist die hintere Norm 1111* von 11 von der Gestalt ||ft<5 <fc ||> 
so nennen wir 11 halbunitär von rechts, und wir nennen 11 halbunitär 
von links, wenn die vordere Norm 11* 11 von dieser Gestalt ist. Wegen 
<ß (|| y i d ik ||) < <P ((§) sind die halbunitären Matrizen gewiß beschränkt 
und die Besseische Ungleichheit (254), die für alle mindestens einseitig 
unitären Matrizen richtig ist, gilt wegen <P (|| y. d i1c ||) <^ <P (*|| d ik ||) erst 
recht für die halbunitären. 
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Eine beschränkte Hermitesche Matrix 33 mit 33 2 = 33 nennen wir 
wieder eine Einzelmatrix. Offenbar ist || y. d ik || 2 = || y 2 df k || = || % <5 ffc || . 
Es ist einleuchtend, daß die hintere Norm einer von rechts halbunitären 
sowie die vordere Norm einer von links halbunitären Matrix eine Einzel- 
matrix ist. Wie bei den endlichen Matrizen gibt es Einzelmatrizen, 
die nicht von der Gestalt || <5 ifc || sind. Es gilt jedoch wieder der 
Satz, daß jede Einzelmatrix als die vordere Norm einer von rechts 
halbunitären oder als die hintere Norm einer von links halbunitären 
Matrix dargestellt werden kann. Dieser Hilbertsche Satz ist der einzige 
existentiale Satz algebraischer Natur in der Hauptachsentheorie der un- 
endlichen Hermiteschen Matrizen; was noch hinzukommt, ist entweder 
eine Folgerung, wie z. B. die im nächsten Paragraphen zu besprechende 
Ergänzungsmöglichkeit zu einer unitären Matrix, oder eine Sache des 
in Kap. II entwickelten analytischen Apparats. — Was nun den Beweis 
des Hilbertschen Satzes anlangt, so brauchen wir darauf nicht näher 
einzugehen. In der Tat ist die in § 27 durchgeführte Jacobische 
Transformation derart, daß sie bei beschränkten unendlichen Matrizen 
wörtlich wiederholt werden kann. Wir haben ja die Zeilen der Matrix II, 
welche bei vorgegebenem 33 die Eigenschaft 33 = U*U, II U* = || y i d ih || 
haben soll, sukzessive angegeben, und diese Konstruktion kann jetzt 
wiederholt werden. Man erkennt dies, wenn man die folgenden drei 
Tatsachen beachtet: 1. 33 ist beschränkt, also gewiß eine (J-Matrix, 
so daß die Reihen ^|^-| 2 konvergent sind; 2. 33 ist Hermitesch, 

= 33*, und außerdem eine Einzelmatrix, = 33 2 , mithin = 33 33*, also 
eine Norm und daher nichtnegativ definit; 3. die Abschnitte einer 
nichtnegativ definiten Matrix sind erst recht nichtnegativ definit. — 
Die Schursche Transformation ist in der auf S. 21 gegebenen Beweis- 
anordnung hier nicht valent, und zwar eigentlich nicht darum, weil 
man zum Schluß unendlich viele Matrizen miteinander zu multiplizieren 
hätte (S. 22), sondern weil auf S. 21 der Fundamentalsatz der Algebra 
(ja überhaupt eine Säkular determinante) unter Einschaltung des Alter- 
nativsatzes benutzt wurde. 

§ 70. Orthogonale Einzelmatrizen. 

Bevor wir nun zu den bereits erwähnten Ergänzungsbetrachtungen 
übergehen, wollen wir noch einige von Hilbert ebenfalls benutzte 
elementare Bemerkungen über die Einzelmatrizen vorausschicken. Man 
sagt, die beschränkte Matrix (£ sei zu einer anderen, orthogonal, 
wenn das Produkt (£ ® = £) = Nullmatrix ist. Daraus folgt noch nicht, 
daß umgekehrt zu (£ orthogonal ist (dies gilt nicht einmal bei den 
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endlichen Matrizen). Sind aber E und % Einzelmatrizen, so sind die 
beiden Gleichungen = D, ®E = D gleichwertig; m. a. W., ortho- 
gonale Einzelmatrizen sind immer vertauschbar. Denn bereits ortho- 
gonale Hermitesche Matrizen sind vertauschbar. Aus E*£) = D folgt 
nämlich immer ((£$)*=£)*, d. h. $*(£* = D, und jetzt ist %* = %, 
(£* = (£ . — Sind E und $ Einzelmatrizen, so ist E ± D wegen 

(E ± 'S)) 2 = E 2 ±E$± < £E + < £) 2 = EH- < 2)±(E < 3) + < £)E) 

dann und nur dann eine Einzelmatrix, wenn E 3) + ® E = D gilt, 
also gewiß dann, wenn E und 3) orthogonal sind. Ist E eine Einzel- 
matrix, so ist es wegen (E — E) 2 = E — 2 E+ E = E — E auch E — E. 
Die Kopplungsform einer Einzelmatrix ist auf E stets 1 und ^> 0 . 
Denn jede Einzelmatrix ist eine Norm einer halbunitären Matrix, also 
ist sie gewiß nichtnegativ definit (was bereits erwähnt wurde) und auf 
E mit Rücksicht auf die Besseische Ungleichung (254) nicht größer 
als 1. Ist E eine Einzelmatrix, so sind die beiden („komplementären") 
Einzelmatrizen E, E — E wegen EE — E 2 = E — E=D gewiß 
orthogonal. 

Ist II eine unitäre Matrix, so bezeichnen wir U 91 VT 1 wieder als die 
Transformierte von 51 durch il . Das Produkt zweier unitären Substitutionen 
ist wieder unitär und man hat (^U^ -1 = Ujf 1 U^" 1 = ll 2 * II* . Denn diese 
Matrix ist eine sowohl vordere als auch hintere Reziproke von U ± II 2 . 
Ist II unitär und E eine Einzelmatrix, so ist auch die Transformierte 
U E II" 1 eine Einzelmatrix, wegen (U E U" 1 ) 2 = U E 2 II" 1 = U E IT 1 • 
Transformiert man kogredient zwei orthogonale Einzelmatrizen E, ® 
unitär, so ist das transformierte Paar wegen (II E II -1 ) (U 5) II -1 ) 
= II E % VC 1 = II D U -1 = D ebenfalls orthogonal. Transformiert man 
daher Einzelmatrizen E 1? E 2 , . . die paarweise orthogonal sind, so daß 
also ± E 1 ± ®a ± • " • eme Einzelmatrix ist, mit einer unitären Matrix II, 
so ist auch die transformierte Summe + II ^ II -1 ± II E^I" 1 + * * * 
eine Einzelmatrix. Es ist dabei stillschweigend berücksichtigt worden, 
daß der Hermitesche Charakter bei unitären Transformationen erhalten 
bleibt. Doch läßt sich dies ebenso wie bei den endlichen Matrizen (S. 30) 
verifizieren. 

Sind E x> E 2 , • • • > E„ i? • • • unendlich viele, paarweise orthogonale Einzel- 

n n 

matrizen, so ist 0 <^ <P (^ E ) =^]<P (E ) ^ 1, da die Summe von 
orthogonalen Einzelmatrizen eine Einzelmatrix ist ; wegen <P (E TO ) ^ 0 

00 

ist daher die Reihe ^^>(E ) in jedem Punkte von E konvergent 
m—l 

und <^ 1. Für uns genügt es zu wissen, daß die Summe unendlich 
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vieler paarweise orthogonaler Einzelmatrizen immer und eindeutig ge- 
bildet werden kann und eine beschränkte Hermitesche Matrix darstellt, 
die außerdem, wie man leicht beweist, eine Einzelmatrix ist. Es 
genügt dabei zu beachten, daß wegen <P ^ 0 die konvergente 
Reihe J>} <P ^ 1 absolut konvergent ist. Es wäre jedoch verfehlt, 
zu glauben, daß auch £ M ((£ m ) zu konvergieren braucht. 

§ 71. Die Trennung. Hauptsatz über Einzelmatrizen. 

Es sei 9E eine beliebige Matrix, 2) eine andere. Ist i Q derart, daß 
in der i 0 -ten Zeile oder in der & 0 -ten Kolonne zum mindesten ein 
Element von 3E nicht verschwindet, so mögen alle Elemente sowohl 
der fc' 0 -ten Zeile als auch in der i Q -ten Kolonne von 2) verschwinden, 
und es soll entsprechendes gelten, auch wenn umgekehrt die nicht 
verschwindenden Elemente von betrachtet werden. Wir sagen dann, 
die beiden Matrizen seien getrennt Diese Bedingung ist offenbar hin- 
reichend für 3£2) = 2)3e = £); notwendig ist sie durchaus nicht. 

Z. B. liegen die wie „irreduzible Quadrate" (vgl. S. 146) gelegenen 
Matrizenbereiche getrennt; umgekehrt kann jede getrennt dargestellte 
endliche Matrix mittels einer Permutationsmatrix in eine Gesamtheit 
getrennter Quadrate übergeführt werden. Bei unendlichen Matrizen ist 
der Sachverhalt insofern, aber auch nur insofern komplizierter, als 
bereits das erste Quadrat unendlich sein kann. So muß man für die 
weiteren „Quadrate" inmitten des ersten Quadrats „Platz machen". 

Es sei S 1 eine Einzelmatrix, mithin (£ 0 = (£ — (£ eine zu S 1 ortho- 
gonale Einzelmatrix. Es gibt also von rechts halbunitäre Matrizen 
JÖ 0 , 8$! derart, daß (£ 0 = $o$o, E 1 = 8S*aSi gilt. Um beide Matrizen 
voneinander zu „trennen", schaffen wir den hierfür erforderlichen Nullen 
zunächst dadurch „Platz", daß wir von $ 0 , fß x zu den offenbar ge- 
trennten (also orthogonalen) Matrizen 

-(0) (0) -(0) ~(0) ~(0) A • z, i o 

*V v 2i2k= v ik> V 2 i+i 2k+l = ^2% 2k + l = ^2i + l 2k = V 1,11=1,4,..., 

V 2 i+i2k+l = Vm , V-2%2k = V2i 2fc+l = ^2i + l 2k = u 5 *,Ä = 1,J,... 

übergehen. Durch Zusammenfassung ergibt sich daraus (vgl. die Er- 
gänzungsbetrachtungen in § 27) eine unitäre Matrix, d. h. ihre be- 
gleitende Matrix ist ihre einzige Reziproke (während $ 0 , fß x zwar 
von rechts halbunitär, jedoch vielleicht nicht einmal von rechts 
unitär waren). Bezeichnet 11 diese unitäre Matrix, so sind die Matrizen 
UEqU" 1 , UKjU"" 1 , wie wir wissen, gewiß orthogonale Einzelmatrizen, 
und darüber hinaus sind sie jetzt, wie man sich leicht überzeugt, von- 
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einander getrennt. — Man beachte dabei, daß die Einzelmatrizen nicht- 
negativ definit sind und daher außer bei der Nullmatrix zum mindesten 
ein Diagonalelement 0) gewiß =|= 0 ist. 

Man überblickt die Verhältnisse am einfachsten, wenn man zu den 
Kopplungsformen übergeht: zwei Matrizen 51, SB sind dann und nur 
dann getrennt, wenn 

(257) J 2J(" ik + = 2 IJa ik xfxi + j2 2b ik %i'x% 

i = l ]c=l i=l£=l i=l ]c=l 

gesetzt werden kann, wobei jedes x i mit einem und nur einem %\ 
oder %i identisch ist und umgekehrt, so daß kein x[ mit einem %" 
identisch ist und umgekehrt. 

Wir haben vorher nur eine Einzelmatrix E 1 betrachtet und dann 
das orthogonale Komplement (£ 0 = ($: — E 1 . Wählt man beim „Platz- 
machen" die „Plätze" auf eine leicht ersichtliche Weise „breiter", so 
ergibt sich ebenso folgendes. Es seien g 1 , E 9 , ...,E , ... paarweise 
orthogonale Einzelmatrizen und (£ 0 = ($: — ^ as Komplement 

ihrer Summe, das gewiß zu jedem (£ m orthogonal ist. Denn es ist 
zunächst (£ 0 = (S — (£ Mo — 2? ß m > woselbst (£ mo ein bestimmtes (£ und 
2,' & m die Summe aller übrigen bezeichnet. Nun ist gewiß zu (£ Mo 
orthogonal und (£ mo ist zu (g — (£ mo ebenfalls orthogonal. Offenbar kann 
man daher die vorige Betrachtung auch dann wiederholen, wenn die 
Anzahl der Summanden unendlich ist. Denn bei dem „Platzmachen" 
ergeben sich, da man nicht alle Nullenrechtecke von der gleichen Größe 
zu wählen braucht, keine Schwierigkeiten, und auch Konvergenz- 
schwierigkeiten liegen bei orthogonalen Einzelmatrizen nach § 70 nie 
vor, also erst recht dann nicht, wenn sie getrennt sind oder getrennt 
werden. Es ergibt sich so der folgende 

Hauptsatz über Einzelmatrizen. Es sei g 1 , (£ 2 ,... eine end- 
liche oder unendliche Folge von paarweise orthogonalen Einzelmatrizen, 
(£ 0 = (S — 2 & m das zu a U en © m gewiß orthogonale Komplement der 
Summe, so daß es also von rechts halbunitäre Matrizen $ 0 , ^ ... 
gibt, für welche (£ 0 = $o$o; = $i , . • . gilt. Es existiert dann 
eine unitäre Matrix U derart, daß die Matrizen 11 (£ 0 U -1 , 11 ^U -1 , ... 
paarweise getrennt sind. Da wegen des Getrenntseins für eine glied- 
weise Transformation von 2J^ m keinerlei Schwierigkeiten vorliegen, 
so gilt also 

(256) e = u ß 0 ir 1 + ii ^ ir 1 + • • • , 

wobei die Summanden getrennte Diagonalmatrizen sind, deren nicht- 
verschwindende Elemente = 1 ausfallen. 
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Es ist nämlich, wenn 2B y = 11 SS* IT 1 gesetzt wird, wegen G^. = $8/ SS. 
der transformierte Summand 11 E^IT 1 = SB^ SB*. Nun ist aber S^SS* nach 
Voraussetzung von der Gestalt || <5 fJfc || , wobei y® entweder =0 
oder = 1 ist, und die Matrix 11 ist eben deshalb vermittelst der Tren- 
nung, (S. 158) erklärt worden damit die SB,- SB* ebenfalls getrennt 
liegen. 



§ 72. Spektrale Einzel matrizen. Die drei Bestandteile des 

Spektrums. 

Es sei eine beschränkte Hermitesche Matrix der für 

— oo < ju < + oc erklärten, der Bedingung o i1c ( — oo) = 0 genügen- 
den, von rechts stetigen Funktionen, die von gleichmäßig beschränkter 
Schwankung, also auch gleichmäßig beschränkt sind. Es sei ferner 
die Kopplungsform <P (|| o ih (/u) || ; j) = JJJJo^Qj^x^ in jedem festen 
Punkte von E eine nicht abnehmende Funktion von /u. Insbesondere ist 
also M (|| o ih (iu) ||) nicht abnehmend. Wir nehmen an, daß M (|| a ifc (+oo)||) 
endlich, also die Funktionenmatrix gleichmäßig beschränkt ist. Es sei 
endlich 

| 0 || = O für p + v, 

kfcO)ll = H a <*MII für p = v> 

also ||^ fc (yw)|| eine zu ||^ fc (v)||j + v orthogonale Einzelmatrix. Sind 
alle diese Bedingungen erfüllt, so sagen wir, die Funktionenmatrix 
ll a »fc(^)ll se * e * ne s P e ktrale Einzelmatrix. Aus (258) folgt leicht unter 
Benutzung der auf S. 52 eingeführten Schreibweise 



(258) \\oM\\\\a ik (v)\\ = 



(259) 11^*11 = 11^ 



ilc ! 



sofern zunächst a und b Intervalle bezeichnen, deren Endpunkte Stetig- 
keitsstellen aller o ilc (/u) sind. Indem man jedoch a oder b oder beide 
auf einen Punkt zusammenschrumpfen läßt, folgt aus (258) unter Be- 
nutzung des Majorantenkriteriums (S. 134) sowie etwa des Umstandes, 
daß M (|| o i1c (ju) ||) eine nicht abnehmende Funktion ist, daß (259) auch 
dann gilt, wenn a oder b oder beide beliebige Punkte bezeichnen, 
und daraus folgt endlich, daß (259) auch dann gilt, wenn Intervalle 
zugelassen werden, deren Endpunkte Sprungstellen sind. Mithin ist 
||Ja ik || ohne Einschränkung eine zu ||Ja <Ä ||, a=^=b, orthogonale 
Einzelmatrix. 
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Den uninteressanten Fall M (|| o ik (+ oo) ||) = 0, wo jedes o ik (ju) 
für alle /u verschwindet, können wir ausschließen. Wir sagen, der 
Punkt jLi 0 gehöre dem Spektrum von an, wenn es kein e>0 

gibt derart, daß || o ik (jj) || auf dem Intervall — e + ii 0 < fi < ju 0 + e 
konstant, d.h. =||a ifc (^ 0 )|| ist. Nach der soeben getroffenen Verab- 
redung enthält das Spektrum mindestens einen Punkt, es kann aber 
auch ein endliches oder unendliches Intervall, allgemeiner eine be- 
liebige abgeschlossene Punktmenge der ^-Gerade sein, während es 
andererseits offenbar immer abgeschlossen ist. Ist der Punkt ju Q der- 
art, daß mindestens ein do ik von Null verschieden ausfällt, so sagen 

wir, jn 0 gehöre dem Punktspektrum an, das auch leer sein kann. Für 
alle Fälle gibt es, da jedes o ik höchstens abzählbar viele Sprungstellen 
haben kann (S. 75 u. S. 80), im Punktspektrum höchstens abzählbar viele 
Punkte k x> 1%, .. ., die jedoch auch überall dicht liegen können. Führen 
wir die reinen Sprungfunktionen 




ein, so sind die Funktionen 

5 i*(/*)= °<*(W-s<*(aO 

durchweg stetig (S. 76). Die Gesamtheit der Punkte ju 0 , in welchen 
es kein e > 0 mit || d ik (ju) \\ = \\ d ik (ß Q ) || für — e + jH 0 < /u < ß Q + e 
gibt, nennen wir Streckenspektrum von || o ik \\. Diese Punktmenge ist, wenn 
sie überhaupt Punkte enthält, wieder abgeschlossen und darüber hinaus 
perfekt, d. h. mit der Menge ihrer Häufungsstellen identisch. Denn die 
o ik (jli) sind stetig, so daß jeder Punkt jü 0 Häufungspunkt von Punkten jl Q 
sein muß. Punktspektrum und Streckenspektrum gehören gewiß dem 
Spektrum an, können eventuell übereinandergreifen, doch erschöpfen 
sie das Spektrum eventuell noch nicht. Da nämlich das Punktspektrum 
im allgemeinen nicht abgeschlossen ist, so kann es Häufungsstellen 
haben, die weder dem Punktspektrum noch dem Streckenspektrum 
angehören. Die Gesamtheit der (eventuellen) Häufungsstellen des 
Punktspektrums, die auch dem Punkt-, aber auch dem Strecken- 
spektrum angehören können, nennen wir Häufungsspektrum. 

§ 73. Fortsetzung. Anwendung des Hauptsatzes über 
Einzelmatrizen. 

Wegen (259) ist ||^a ffc ||, || do ik \\ , . . . eine Folge von paarweise 

orthogonalen Einzelmatrizen, also ist auch || o ik (^) || = || 2j ^°ik II e ^ ne 

Wintner, Spektraltheorie. \\ 
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spektrale Einzelmatrix, die zu allen Einzelmatrizen ||Ja <fc || orthogonal 

ist, sobald (i 4= k. ausfällt. Aus (258) kann ferner, analog zu (259), 
unmittelbar entnommen werden, daß auch die Matrix ||5i ft (/^)|| 
= II o iu (jj) — o ilc (ti) II eine spektrale Einzelmatrix ist, die zu ||Ja ift || 
und daher zu ||S <fc (r)||, ^+/^ orthogonal ist. Es ist also 

(260) + 

wobei die rechterhand stehenden Einzelmatrizen paarweise orthogonal 
sind, wenn ju nicht dem Punktspektrum angehört. Da aber die 
Gleichung 

(261) \\SM\\ 11^11 = 11011 

für jli =|= k. gewiß richtig ist, so muß sie auch für ju = k- gelten. Man 
erkennt dies wieder nach Vornahme des Grenzüberganges ju—*kj und 
unter Beachtung des Majorantenkriteriums. Folglich sind die in (260) 
rechterhand stehenden Matrizen, und übrigens offenbar ebenso auch 
die beiden Matrizen || d ik (ju) ||, ||^ fc (^)||, auch dann orthogonal, wenn 
ju dem Punktspektrum angehört. Es gibt also nach dem Hauptsatz 
über Einzelmatrizen eine unitäre Matrix U derart, daß 

(262) U II 0M II IT 1 « U II o ik (p) II U- 1 + JBK\\£o n II U" 1 
gilt, wobei die rechterhand stehenden Einzelmatrizen 

(263) U II 5 ik (fi) ||U -1 = äB Gu) SB* Ott) , U || A o ilc || IT 1 = SB. SB/ 

diesmal nicht nur orthogonal, sondern sogar getrennt sind; auch die 
Matrizen 28 (ju), 2^, Sö 2 , ... sind dabei getrennt und außerdem von rechts 
halbunitär, d.h. es ist 88, »/ = || yf d ik ||, 88 (ja) 8B*(A) = || y<(/*) d iJt ||, 
wobei die 7 entweder = 0 oder = 1 sind. Es ist also 

n°M\\v* = \\ri(/>) d ik II + 2;||^ ) <U> 

wobei die Matrizen rechterhand paarweise getrennt sind. Dabei ist zu 
beachten, daß die Matrix U noch von ju abhängt. Doch kann die 
trennende „Transformation auf die Hauptachsen" bei dem punktspektralen 
Bestandteil offenbar auch unabhängig von ju gewählt werden, d. h derart, 
daß die y® unabhängig von ju werden (man erkennt dies, wenn man in 
(260) einfach über alle j summiert). Da andererseits die Matrix || o {k (ja) ||, 
welche in || y { (/u) <5 iÄ || übergeführt wird, von jli wohl abhängig ist, so 
haben wir von vornherein II für U (ju) geschrieben. — Es ist dabei ein 
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springender Punkt [der den Umstand, daß nicht jede Hermitesche 
Matrix auf die Diagonalform gebracht werden kann (vgl. S. 201), über- 
haupt verständlich macht], daß y^fi) in der Diagonalmatrix || y i {/i)d.^ || 
= II ^iii (A 4 ) II zwar nur der beiden Werte 0, 1 fähig ist, daß es 
aber von /u abhängt, ob y.(fx) = 0 oder aber =1 ausfällt und daß 
überhaupt II von ju abhängig ist. Es handelt sich also um eine (im 
Streckenspektrum) lokale, „infinitesimale" Normalgestalt [und mehr kann, 
sobald es ein Streckenspektrum gibt, überhaupt nicht erreicht werden]. 
— Wir können also nur folgendes behaupten. Zu jedem ju Q gibt es 
eine unitäre Matrix 11 derart, daß, wenn || a^(^) || = U || a. k (/u) || II -1 
gesetzt wird, 

(264) U || a ilc Cu) || U" 1 = || 5A (f*) II + 2 1| y t »> <5« || 

gilt, wobei die y^* unabhängig von jli ausfallen und die Matrizen 
rechterhand für /u = /u 0 gewiß paarweise getrennt sind. Insbesondere 
sind also die zu verschiedenen j gehörigen || yW d ih || voneinander gewiß 
getrennt. 

Wir behaupten nun, daß die beiden Matrizen || )^ ^»äII 

nicht nur für /u = ju 0 , sondern für alle /u < /u 0 getrennt sein müssen. 
In unseren früheren Bezeichnungen ist nämlich a$(/* 0 ) = ^(/i 0 ) S ik . 
Da ^ (|| a^u) ||) mit /u nicht abnimmt und ^ 0 ist, so folgt, indem 
man darin %. = 1 und die übrigen x = 0 setzt, 0 ^ d*i (ju) <^ o*i (ju 0 ) 

= 7o G"o)» wenn P < Mo - Ist also Yi W = °> so muß = 0, also, 

mit Rücksicht darauf, daß die Einzelformen nichtnegativ definit sind, 
auch a* k (ju) = aß (ji) = 0; ft = 1, 2, . . . gelten [vgl. nämlich (60)], 
woraus die Behauptung folgt. Gibt es also eine Zahl M derart, daß 
für > M alle ath (f*) konstant, = 0*% (M) sind, so gibt es eine von ju 
unabhängige unitäre Matrix 11 derart, daß in (264) die Matrizen rechter- 
hand für alle ju getrennt sind. 



§ 74. Fortsetzung. Unitäre Kovarianz. Invarianz der 

Spektra. 

Ist II a i1c (/u) II eine spektrale Einzelmatrix, so ist es auch 11 \ \o ik (jjt) || II -1 , 
wenn 11 unitär ist und von ju nicht abhängt. Aus (258) folgt nämlich 
nach den Faltungssätzen, die angewandt werden können, weil jede 
unitäre Matrix und jede Einzelmatrix beschränkt ist, daß 

f II 0 II = D für a 4= v 
(265) (»IKWlItl-JOlll^WllO-l^^^,,^ für ^ 

gilt, und die unitäre Invarianz der weiteren, von den Einzelmatrizen auf 

11* 
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S. 160 geforderten Eigenschaften ist ebenfalls einleuchtend. Wir setzen 

(266) ^W^KlkfeWIltt^ 

und bezeichnen entsprechend mit || a^K^) || den rein sprunghaften, mit 
11(7^(^)11 den stetigen Bestandteil von Wir wollen zeigen, 

daß Olk (/u) von rechts stetig ist. Die Funktionen o ik (/u) sind nämlich 
nach Voraussetzung von rechts stetig, also ist es auch die Funktion 
£j k (p) = J%Oj l (ju) ü kl . Denn einerseits ist die Matrix ||w <fc || unitär, 

mithin beschränkt, folglich eine (^-Matrix, also ist ^ % x u kl bei jedem k 

i 

eine beschränkte Linearform und daher gleichmäßig konvergent für 
alle % x mit £ | x l | < Konst.; siehe S. 127. Andererseits ist ||o^(/-*)|| 

eine Einzelmatrix, also ist ihr P gewiß <I 1, mithin ist \ Oji (ju>) | 2 ^ 1 

bei jedem j. Da aber eine gleichmäßig konvergente Reihe von rechts- 
stetigen Funktionen bekanntlich von rechts stetig ist, so sind die £j k (iu) 
von rechts stetig. Nach der Besseischen Ungleichheit ist ferner 
2\£ i1c (ß)\*£l, so daß eine Wiederholung der vorigen Schlußweise 

ergibt, daß ^u { - l- k (/u), d.h. a,-*. wie behauptet, von rechts stetig 
j 

ist. Ebenso erkennt man, daß 

(267) lim otic {fi ± e) 272>« lim o ih (ja ± e) ü hV 

d.h. || o? k ( f t ± 0) 1 1 = U || a ik (ß ± 0) 1 1 IT 1 , mithin 1 1 A a &\\ = U 1 1 A o ik 1 1 IT 1 

gilt. — Das Spektrum, d. h. die Menge der Nichtkonstanzstellen von 
|| o i1c (/bL) ||, ist selbstverständlich unitär invariant (denn U" 1 ist auch eine 
unitäre Matrix), Ist ju Q eine Stetigkeitsstelle aller o ik , so ist ju 0 nach 
dem Obigen eine Stetigkeitsstelle aller a$. Ist also jli 0 Sprungstelle 
von mindestens einem o ik , so gilt dies auch von mindestens einem 
Gjjf. . Denn sonst würde eine Stetigkeitsstelle aller oj^ mittels der uni- 
tären Substitution U _1 in eine Sprungstelle von mindestens einem o ik 
übergehen. Es sind also auch das Streckenspektrum und das Punkt- 
spektrum und daher endlich auch das Häufungsspektrum unitär in- 
variant, und dies ergibt offenbar 

|| 0& 0«) || = tt|| a n Cu) II IT 1 , || Si% iß) II = u || ä jft o«) Ii u- 1 , 

(268) ll^ll-nl^iJItt- 1 - 

Unsere Ergebnisse können wir also mit Rücksicht auf § 73 wie 
folgt aussprechen: 
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Zu jeder spektralen Einzelmatrix, die für hinreichend große ju 
konstant ist, gibt es eine von /li unabhängige unitäre Substitution U 
derart, daß die transformierte spektrale Einzelmatrix 

IhWIHuil^Mllir 1 

in 

||oÄ|| = ||3i!|| + ||*Ä||. 

oder sogar in 

(269) || oft fr) || = || S& fr) || + £ || Ao&W 

zerfällt werden kann; dabei sind die Matrizen rechterhand paarweise 
getrennte Matrizen derart, daß Ao^ = 0 ist für i =f= k, während Ao^ 

entweder = 0 oder = 1 ist, je nachdem wie i und j beschaffen sind. Die 
l. sind Stellen des Punktspektrums von ||a^||, d. h. von H^JI, und 
\\5i%\\ ist der stetige Bestandteil von ||a^|| oder die Transformierte 
des stetigen Bestandteiles von ||a ffc ||; die Sprungmatrix 1 1 A a^*. 1 1 ist die 
Transformierte der Sprungmatrix ||/4a ifc || von ||a ifc ||. 

§ 75. Fortsetzung. Die Vorteile des Getrenntseins. 

Um der Schwierigkeit, daß o* k fr) noch von ju abhängt, gerecht zu 
werden, werden wir jetzt ||5^(^)|| nach Hellinger mittels weiterer 
Jacobischen Transformationen zerlegen. Wir unterwerfen also || Ojj.fr) \\ 
= U || o i1c fr) || II -1 geeigneten weiteren unitären Transformationen U 1 , 
IX 0 , .... Beachten wir, daß das Produkt unitärer Transformationen 
wieder unitär ist, so finden wir, daß || o i1c fr) || alles in allem nur einer 
unitären Transformation unterworfen wird. Wir werden dabei die be- 
reits gewonnenen Normalformen von Bestandteilen durch die neuen 
unitären Transformationen keinesfalls zerstören. Wir werden z. B. zu- 
nächst ||ctu«(^)|| einer unitären Substitution 1^ unterwerfen, welche 
II Gm (aO II m zwe * getrennte Summanden zerlegt. Nun ist aber || otjcfr) \\ 
von den ||Ja^|| bereits getrennt, so daß wir bei ||5il(^)|| alles Er- 

reichbare auch durch eine unitäre Substitution 0 Uj_ erreichen können, in 
der das i-te Element der k-ten Zeile = d ih ist, wenn die i-te Zeile oder 
Kolonne oder die k-te Zeile oder Kolonne mindestens ein von Null ver- 
schiedenes zla* enthält; °U 1 entsteht dabei aus U 1 einfach durch „Platz- 

machen", wobei freilich in den Platz verschaffenden Quadraten die 
diagonalen Stellen (i, i) nicht mit 0, sondern mit 1 besetzt werden. 
Wir können uns daher Betrachtungen über Platzschaffen ein für allemal 
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ersparen. Wir können ja || 5^|| durch eine beliebige unitäre Substitution 
transformieren, denn es ist klar, daß wir sodann zu einer unitären Matrix 
°U 1 übergehen können, welche für dasselbe wie 1^ leistet und 

dabei die bereits erreichte Normalform der Sprungmatrizen nicht zerstört. 
Wir brauchen also || || nicht mehr zu betrachten, sondern nur noch 
Wir können also durch von \\ojjc\\ eine Matrix abspalten, 
so daß in der Zerlegung U x || ö? k || Uf 1 = U ± % Ui" 1 + U x 93 Iii" 1 die beiden 
Summanden getrennt sind und ll 1 Uf 1 eine Normalform von ge- 
wünschter Beschaffenheit hat. Wegen des Getrenntseins brauchen wir 
uns also um Uj % Vii 1 wieder nicht weiter zu kümmern und können 
aus 23 lir 1 durch eine beliebige unitäre Transformation U 2 einen 
weiteren Bestandteil von einer gewünschten Normalgestalt abspalten, 
ohne Gefahr zu laufen, daß dies eventuell die Preisgabe der Normal- 
form der bereits abgespalteten Terme bedingt, usf. — Wir werden es 
sogar mit unendlich vielen Schritten zu tun haben, also zum Schluß 
unendlich viele unitäre Matrizen multiplizieren müssen, was jedoch, 
dank des sukzessiven Getrenntseins, offenbar keinerlei Schwierigkeit 
macht; das unendliche Produkt ist wieder eine unitäre Matrix und 
man kann mit ihm so rechnen, also ob es nur endlichviele Faktoren 
hätte. — Wir haben diese selbstverständlichen Bemerkungen voraus- 
geschickt, um spätere Betrachtungen nicht unterbrechen zu müssen. 

§ 76. Fortsetzung. Die Hellingersche Zerlegung. 

Ist kein Streckenspektrum vorhanden, so daß jedes Oijs(jLL) für 
alle /u verschwindet, so wird die Reduktion von ||0< fc (A*)ll au ^ e * ne 
Normalform bereits durch (269) geleistet. Es möge also ||^ fc (^)|| 
ein Streckenspektrum haben. Bezeichnet a ein Intervall, so ist die 
Matrix || o/jj. ||, wie wir wissen, eine Einzelmatrix, also nichtnegativ 
definit, so daß also auch die binäre Hermitesche Kopplungsform 

A 3&||; u + vx 1 ,vx< i , vx 3 , . . .) m A uü + B uv + Büv + Cvv 

nichtnegativ definit, mithin nach S. 45 die Determinante 
AC-\B\*^0; A^O, C^O, 

ist, d. h. es gilt 

(180)' | J A | 2 £ *(|| do& || ; x lt x v . . .) Aö&. 

k=l 

Da offenbar <P (\\ A \\) = A <P gilt, wenn £ auf E liegt, so können 
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wir mit Rücksicht auf (180) die Hellingerschen Integrale 
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(270) 0 £ j 

— 00 

bilden, also auch die Matrix 
(271) 



f \d 2 o ± % (ja) % k 



k=l 



< 1 



(1)/ MI II f ^*W d5 i*W 
: rt(wll = || J 



dajf. W 

deren Kopplungsform unter (270) steht. Setzen wir 
(272) || ofi = || 5ÄGu) - 0) ||, 



(i) -d) -x* 
so ist wegen ti& = t*i = dk 



(273) ffSW = ^M^0i * = 1,2,... . 

Man erkennt ohne Mühe, daß || o« (/*) II eine spektrale Einzelmatrix 
von durchweg stetigen Funktionen ist. Wir können daher, entsprechend 
(271), die Einzelmatrix 



(*>/ mi II f doiVtättiVb*) 

*ikW\\ = \\ J — d^Wid 

— 00 

NSWIH II «IS-^MII 



(274) 

einführen, 
(275) 

setzen und, entsprechend (273), finden, daß in || 0$ (/*) || alle Elemente 
der beiden ersten Zeilen und Kolonnen verschwinden. Allgemein 
setzen wir 

(276) 



l«S? 



o® (m) 11 = 11 - tßfc«) 11 , 

iwll -|| J - d^'M 



n = l, 2, 



_(0) ~* 



Dann ist || 0$ (^) || eine spektrale Einzelmatrix (von stetigen Funktionen) 
derart, daß die Elemente der n ersten Zeilen und Kolonnen gewiß 
verschwinden. Man hat 



(277) 



|%WII=i;||^)|| + ||oÄWI|. 
3=1 
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und die sind, wie man ebenso wie bei der Jacobischen 

Transformation auf S. 60 verifizieren kann, paarweise orthogonal, 
unabhängig davon, ob in dem Paare dieselben oder zwei verschiedene 
Werte von /u betrachtet werden. Außerdem ist jedes 1 1 W & Ca*) 1 1 e * ne 

CO , .v 

spektrale Einzelmatrix, also ist die Reihe 2j [| T ifc(/^)|| nacn S. 158 

konvergent und zwar =o*j £ (/li), da in dem Restglied 1 1 ^ Gi«) 1 1 die 
n ersten Zeilen und Kolonnen wegen (276), (277) gleich Null sind. 
Man kann daher in der Zerlegung 

(278) ii 3« m ii = In ii 

die Summanden gemäß dem Hauptsatze über Einzelmatrizen zunächst 
bei festem /u trennen und sodann die Schlußweise von S. 158 sinngemäß 
wiederholen. — Dies ist die Hellingersche Zerlegung der spektralen 
Einzelmatrizen (von stetigen Funktionen). Wir mußten uns dabei etwas 
kurz fassen und verweisen des näheren auf die Dissertation von 
Hellinger. Wir müssen leider auch darauf verzichten, den so gewon- 
nenen Apparat in Verbindung mit §50 auf das in der Hellingerschen 
Dissertation gelöste Äquivalenzproblem anzuwenden. 



Fünftes Kapitel. 

Spektraltheorie der beschränkten Matrizen. 

§ 77. Das Auswahlverfahren. 

Es sei 51 = ||#i7 C || eme beschränkte Hermitesche Matrix, es seien 
4 W) 3 t-2 n) > die Eigenwerte des w-ten Abschnittes % {n] = \\ a ik \\ [n] , 

ferner sei || r!$ (/I) \\ {n ) die Resolvente von S& [n] , also 

+ oo 

(279) (X) = j ; i, k = 1, 2, n, 

— oo 

wobei die Spektralmatrix von % [n] bezeichnet. Ist Q ein 

Gebiet in der 2-Ebene, dessen sämtliche Punkte von der reellen 
Achse oder wenigstens von denjenigen Punkten der reellen Achse, 
die dem Abschnittsspektrum angehören, in einer Entfernung liegt, die 
für alle Punkte von Q nicht kleiner ist als eine feste Zahl e > 0, 
so gilt auf Q die Ungleichheit 

(280) \Rll ) (X)\£e- 1 , 

+ 00 

da | X — ja | < e, und, wie wir wissen, f | do^ (/u) | 5^ 1 gilt [vgl. S. 51 

— oo 

sowie die Ungleichung (143) auf S. 85]. Die Kopplungsform 

+ 00 

. f i n n 

(281) <P(\\RtkW\\(n); ••,*») = T^-JZ 2Jofi0l)XiX h 

J i=l k=l 

— 00 

ist auf E [n ] und Q absolut ebenfalls ^e _1 , da die nicht abnehmende 
Funktion 

(282) f W (ja; x 13 x 2 ,..., x n ) = 2 2 <$ (ji) %i x h 

auf E [n] nicht negativ und < 1 ist. Nach dem Satze von Montel gibt es 
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also zunächst eine Teilfolge {h n } von [n] derart, daß lim R^f (X) auf Q 

«=oo 

vorhanden ist, wobei wir mit Rücksicht auf das Cantorsche Diagonal- 
prinzip annehmen können, daß {/& n } von i und k nicht abhängt. Es 
bezeichne R ik (fy diesen Grenzwert. Dann ist M (|| R il( (fy ||) wegen (280) 
offenbar <: e" 1 , mithin gilt nach (233), (235), (212) 

(283) ij^Kr^ii J^ k w^r=*(ii^ fc w)iiii^*wir) 

Jc=l i=l k=l 

^M(\\R ik (X)\\ ll^ fe WII*)=P(|l^,Wl!) 2 ^4M(||^(A)||) 2 ^4 £ - a ) 
also nach der Umkehrung der Schwarzsehen Ungleichung offenbar 

k=l 

und ebenso 

m 

k=l 

d. h. 

k=l 

wobei R^ (A) = 0 gesetzt ist, wenn mindestens einer der beiden 
unteren Zeiger > m ausfällt. Nach dem Majorantenkriterium der 
starken Konvergenz gilt also wegen R^ — ► R^ 

(284) lim 2c k Rt\k) = 2c k R ik {X), 

n= oo k=l k=l 

wenn {c k } eine quadratisch konvergente Zahlenfolge ist. Bezeichnet man 

den Grenzwert (284) mit X v so ist 2J\X 4 1 2 wegen (283) offenbar 

i=i 

k=l 

d. h. {X { } ist quadratisch konvergent. — Da die Wachstumstellen der 
Treppenfunktionen 0$ (jlc) die Abschnittseigenwerte darstellen, und diese 
durchweg reell sind, so ist auf Q das Abschnittssystem 

(285) Xxp* - B *ik 4*" J = cn i = 1, 2, . . Ä„ 

k=l 

gewiß lösbar, und zwar ist xf n) , nach der Definition der Resolvente, 
die in (284) linkerhand hinter dem Limeszeichen stehende endliche 



V. Kap. § 78. Die Überflüssigkeit des Auswahlverfahrens. 171 
Summe. Es gilt dabei M (|| Rffi (X) ||) ^ s~ x , also wieder 

2\4 m) \*£^2\c u \*. 

1=1 k=l 

Endlich ist 51 eine Q-Matrix, so daß wegen Xi hn) — > Xi und mit Rück- 
sicht auf das Majorantenkriterium analog zu (284) offenbar 

hn j qo 

a ik %k H —+ 2 a ik Xfc, 
k=l k=l 

also wegen (284), (285) auch 

lX.-j2a iU X k = c. 

k=l 

gilt, so daß, wegen 

l|X,| a <+cx> 

und mit Rücksicht auf (283), die zu — 51 gehörigen Gleichungen 
für jede quadratisch konvergente rechte Seite die quadratisch konver- 
gente Lösung 

(286) X^^c.R^X) 

k=l 

zulassen, und ||^ a - k (A)|| ist beschränkt. 

§ 78. Die Überflüssigkeit des Auswahlverfahrens. 

Da 51 beschränkt und von Hermiteschem Typus ist, könnte daraus 
nach Kap. III sofort geschlossen werden, daß || i^ k (A)|| eine hintere und 
zugleich auch vordere Reziproke von X (5 — 51 darstellt. Damit die 
Schlußweise auch für allgemeinere, in Kap. VI zu betrachtende Matrizen 
in Kraft bleibt, bemerken wir, daß dies auch sonst erschlossen werden 
kann, X & [n] — 2I [Äw] hat, als eine endliche Matrix, nur eine Reziproke, 
also ist || 2?i£ w) (>l) || vordere und hintere Reziproke von X — % w ] , 
d. h. es gilt 

(287) 2(Xd tJ - a i} )R%"\X) = 2Rft*(ti (M jk -ci jk ) = d ik . 

7=1 7=1 

Nimmt man hierbei den Grenzübergang n — > -f- oo unter Beachtung 
des Umstandes, daß 51 eine Q -Matrix ist, und unter Benutzung des 
Majorantenkriteriums vor, so folgt 

(288) 2{Xd i} - a tJ )R Jk (l) = J^. (X)(Xd Jt - a jk ) = d ik , 

7=1 1=1 
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d. h., wie behauptet, 

(289) (A ® - a) \\R ik (A) II = \\R n (A) II (A © - 9t) = ®. 

Dabei ist in dem vorliegenden Fall das Auswahlverfahren überflüssig. 
Denn wäre lim Rm (X) bei mindestens einem Wertpaare (i 0 , k 0 ) nicht 

n=oo 

vorhanden, so würde es nach S. 83 zwei Auswahlfolgen geben, die bei 
diesem (i 0 , k 0 ) zwei verschiedene Grenzwerte, etwa R£ ko (X) und R£k 0 (X) 
liefern. Indem man jede der beiden Teilfolgen demselben Auswahl- 
verfahren wie auf S. 81 die Folge {n} unterwirft, gewinnt man die 
Existenz von zwei quadratisch konvergenten Lösungen 

x? =2Ri% (i) c u , xr =2 m* « c k , 

Jc=l k=l 

die wegen R^ 0 (X) =4= R£k 0 {fy nicht für alle quadratisch konvergenten 
Wertsysteme { c. } zusammenfallen können. Dies ist aber unmöglich, 
da X (S — $1 eine beschränkte und normale Matrix ist, also nach § 60 
nur eine beschränkte Reziproke haben kann. 

Mithin ist das Auswahlverfahren überflüssig, es gilt R^ (A) — > R. k (X) 

mm mm 

für w— ^oo, also auch 2J 2^ih (fy x i x ic~~ * 2 2 R iicW x i x k fur ein 

i=l k=l i=l k=l 

jedes m. Der Ausdruck rechterhand ist aber, mit der auf S. 169 ein- 
geführten Bezeichnung, gleich 

(290) J d ^ U) ^^•'•>^ Q Q ) } 

— oo 

wobei die n — m letzten x gleich Null gesetzt werden. Da die £ 
nach S. 169 nicht abnehmende, für ju < n (51) <^ n (8t[ n ]) identisch ver* 

schwindende Funktionen darstellen und für 2j \ % % | ^ 1 durchweg <^ 1 

i=l 

sind, so folgt nach dem Grommer-Hamburgerschen Kriterium (S. 10 5), 

daß für n— > -\- oo „im wesentlichen" gegen eine Grenzfunktion f 
und das Integral (290) gegen 

— 30 

konvergiert. Und zwar ist f offenbar von der Gestalt 

f(A*J *l •■•> *«» 0> 0) = 2 1 2°n(l*)* t * k > 

i=l fc=l 
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es gilt daher 

mm. mm 

i=l Jc=l 1 = 1 Jc = l 

Hierbei ist m eine feste, jedoch beliebig große Zahl, und die x i sind 
beliebig. Setzt man x i = 1 und die übrigen x = 0, so erhält man 

°ii (h) [""*"] °a (aO • * st a ^ so * + ^ un( ^ setzt man a ^ e x au ß er %i und 
x k gleich Null, so findet man wegen 0$ = 

°ik (p) *< H + öit (ja) *i H [H o a (p) x. x k + o ik (jj) x { x k . 
Setzt man x i =l ) x k = 1, sodann x.= l, x k = ^ — 1, so folgt 

also offenbar 0$ (jj) [— ►] o ik (jj) 9 was somit auch für i k gilt. — Nimmt 
man in dem bei (279), (286) Gesagten dieselbe Spezialisierung der x 
vor, so folgt ebenso 



(291) jäo^i = ^ (A) _ ^ w = J^) . 



= i, 2, .. 



— 00 



für alle X in ,Q. Alle beliebigen nicht reellen X sowie diejenigen 
reellen X, die nicht Häufungsstellen der Abschnittseigenwerte sind, also 
gewiß alle reellen Zahlen, die < n (9t) n (9t [n] ) oder > m (9t) ^ m (3t [n] ) 
sind, müssen einem Gebiete ,Q angehören. Für die zuletzt genannten ju ist 
nach S. 51 Om (jj) = 0 bzw. 0$ (jj) = d ilt , so daß auch 

(292) o,iG«) = 0, i tt<n(«)j a,»(A*)«««, A*>m(«) 
gilt und daher 

+ 00 m(20+0 

(293) ^ ) = J^M = J^ 

-00 n(8t)-0 

ist, und die o ik (ju) durch die weitere Forderung der rechtsseitigen 
Stetigkeit eindeutig bestimmt sind. Die hierdurch festgelegte unendliche 
Hermitesche Matrix ||a ifc (^)|| nennen wir Spektralmatrix von 91; ihre 
Kopplungsform ist in jedem Punkte von E eine nicht abnehmende, 
für ju < n (9t) verschwindende Funktion von /u, die für ju > m ($t) 
gleich 1 ist. Insbesondere sind also die ||^ fc (/w)|| gleichmäßig be- 
schränkt. Letzteres wird auch gelten, wenn 91 nicht beschränkt ist 
(vgl. Kap. VI), da entsprechendes für alle Abschnittsmatrizen gilt (Kap. I). 
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§ 79, Die Spektralmatrix als spektrale Einzelmatrix. 

Wir beweisen nun, daß die Spektralmatrix jeder beschränkten 
Hermiteschen Matrix eine spektrale Einzelmatrix ist. Da die o ik (ju) 
für jll < n (51) verschwinden, genügt es, wenn wir anstatt von (258) 
die Relation 

(294) ||fa,.J| ]| ^ || H| II 

beweisen. Auch (294) brauchen wir nur für den Fall zu beweisen, wo 
sowohl a als auch b ein Punkt, etwa ju 1 bzw. ^ 2 ist. Man erkennt dies 
leicht, wenn man wieder beachtet, daß o ik (fj) == 0 gilt für ji < n($). 
Wir werden dabei genau so wie auf S. 56 vorzugehen haben; die 
durch (81) in Evidenz gesetzte Übereinstimmung der Residua wird 
dabei durch die Hilbertsche „Residuenformel" (169) zu ersetzen sein. 

Wir gehen also wieder von der Hilbertschen Funktionalgleichung 
(S. 143), d. h. der Gleichung 

(295) (1, - A 2 ) || R ijc (JJ || || R a (A 2 ) || = || RM - R ik (X,) || 

aus, wobei X ± und X 2 zwei etwa in der oberen Halbebene gelegene 
Zahlen bezeichnen mögen; dann sind X 1 und X 2 gewiß reguläre Stellen 
von % (da, wie wir gesehen haben, eine beschränkte Reziproke für 
X (£ — 21 vorhanden ist), so daß nach S. 143 die Hilbertsche Funktional- 
gleichung gewiß gilt. Aus (293) und (295) folgt, wenn X v = ju v + e v ]/ — 1 , 
£„>0, ju v y0, v = 1, 2 gesetzt wird, 

+ QO -f oo 



3 — A — GO — CO 

+ 00 +00 

(296) = — f _|_ f ^gffc W 



Wir multiplizieren hier beiderseits mit e 1 y — 1 und nehmen bei festem 

e 2 > 0 den Grenzübergang ^—»--^0 vor. Der Grenzwert der rechten 

Seite ist nach der „Residuenformel" (§44) gleich — ^^-/c- Die linke 

^i 

Seite von (296) wird nach der Multiplikation mit e 1 ]/— 1 mit Rücksicht 
auf (293) gleich 



(297) i-le, 



+ 00 

d 2 o u (ji)-Rj k o 2 + s 2 y - 1).(^ - ^ 2 + } - 1 Sl - y - i s 2 ) 
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+ 00 

1% CO 

[Die vorgenommene Vertauschung von J mit 2 rechtfertigt sich 

— 00 j—i 

dabei wie folgt. Die Matrix || R j1e (/^ 2 + £ 2 ]/ — 1) 1 1 ist beschränkt, also ist 

J7|^-k(^2 + £0 V~ l) | 2 > bei festem k konvergent; daher ist nach 
7=1 J 

S. 127 die Reihe 21 x j R ^ K + e 2 V ~ *) für I *; I * ^ 1 gleichmäßig 

i=i ' 7=1 
konvergent. Nun gilt aber 

M(\\oM\\)£l, also 1 1^.(^)1^1, 

7 = 1 

mithin ist 

für alle fx gleichmäßig konvergent. Beachtet man daher, daß die a ik 
wegen (292) außerhalb eines hinreichend großen Intervalles konstant 
sind, so daß der Integrationsweg mit Rücksicht auf (293) eigentlich 
endlich ist, so erkennt man, daß der Satz von § 41 angewandt werden 
kann. Die in (297) hinter dem Zeichen der Integration stehende 
Funktion von fi ist nämlich von beschränkter Schwankung. Es genügt 
zu zeigen, daß die Funktion 

von /u von beschränkter Schwankung ist, wenn 

2\vj\*<+°° 

gilt. Dies folgt aber daraus, daß 

i=l Jc=l 

eine Hermitesche Form ist, die für /u < n ($l) verschwindet, für 
/u > m ($1) gleich 

Sil* 
7=1 J 

wird und nie abnimmt, also von beschränkter Schwankung ist. Setzt 
man in der Tat x t = 0 und läßt man die übrigen x willkürlich, so folgt 
zunächst, daß auch 

i=2 k=2 

von beschränkter Schwankung ist, also ist es auch die Differenz der 
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beiden Doppelsummen, mithin, in Anbetracht des Hermiteschen Cha- 
rakters, auch 

00 

während a ±1 (/u) allein gewiß von beschränkter Schwankung ist, da 
nach S. 51 jedes 0$ (ß) eine Totalschwankung <^ 1 hat. Damit ist die 
Behauptung für i = 1 bewiesen. Die übrigen i können offenbar ebenso 
erledigt werden. — Wir werden diese naheliegenden Betrachtungen 
später nicht mehr wiederholen.] 



Nimmt man in (297) den Grenzübergang e 1 — ► -\- 0 vor, so findet 
man nach der „Residuenformel" (S. 97) 

(298) J d a tj • R , + e 2 • {ji t f^l e,) . 

Dies ist der Grenzwert der mit e ± ]/ — 1 multiplizierten linken Seite 
von (296), während wir rechterhand — A o ih gefunden haben. Mit- 

hin ist 

+ 00 

(299) -ju 1 + e, y-1) J J a f =f%. 

— oo 

Der Grenzübergang e 2 — >» -)- 0 ergibt daraus wegen (169), wenn zu- 
nächst ju ± = /u 2 angenommen wird, 

00 

so daß die zu beweisende Beziehung 

(300) H^JH^J-HI^JIs r = ° ' ür + 

(** /** 7 = 1 für = /u 2 

für ^ = /u 2 gewiß richtig ist. Es sei also fi ± =)= ju 2 . Multiplizieren wir 
(299) beiderseits mit e 2 ]/ — 1— ►(), so kommt rechterhand Null, linker- 
hand aber offenbar nur 

— 00 

was aber nach der Residuenformel gleich 
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ist. Wegen 4= ist also auch 




so daß (300) auch für jut 1 + ^2 — Damit ist gezeigt, daß die 
Spektralmatrix eine spektrale Einzelmatrix ist. — Auch bei den zwar 
nicht Hermiteschen, aber doch noch normalen beschränkten Matrizen 
scheint eine ähnliche Betrachtung möglich zu sein, da bei den nor- 
malen (und nur bei den normalen) Matrizen die beiden Hermiteschen 
Komponenten vertauschbar sind. Vgl. S. 33. 



§ 80, Das Spektrum. Momentendarstellung der Matrizen- 
potenzen. 

Das Spektrum der Spektral matrix von $1 wollen wir einfach als 
das Spektrum von $1 bezeichnen. Ebenso sprechen wir von dem 
Streckenspektrum von % usf. — Wir zeigen, daß, wenn X nicht dem 
Spektrum von % angehört, X gewiß eine (in dem auf S. 142 erklärten 
matrizentheoretischen Sinne) reguläre Stelle von % ist. Ist X nicht 
reell, so ist dies selbstverständlich; ebenso, wenn X < n (21) oder > m ($1) 
gilt. Es handelt sich also nur um die eventuellen, und, wie wir wissen 
(S. 143), bei passendem % immer möglichen „Spektrumslücken" zwischen 
n(2I) und m($). Es sei nun X 0 eine reelle Zahl, die nicht dem 
Spektrum angehört. Dann gibt es also ein 2 e > 0 derart, daß 
ö i1t (jLt) = o i1c (X 0 ) gilt für X 0 — 2 e < /u < X 0 + 2 e. Auf diesem Intervall 
ist dann wegen (293) nach S. 144 jedes Element R ik (X) der Resol- 
vente von % regulär. Die Kopplungsform von ist in dem 
um den Punkt X 0 mit dem Radius e geschlagenen Kreise gleichmäßig 
beschränkt. Bezeichnet nämlich X einen Punkt dieses Kreises K, so 
gilt, da in (293) die Differenz | ju — X | ^>e angenommen werden kann, 
weil das Intervall X 0 — e <^ ju <[ X 0 -f- e ein Konstanzintervall aller 
o ik (ft) ist, offenbar 



(301) |*(||fi«W||w)| = 



n n 

d £ £ Oik 0) #i*it 
i=l k=l 



£ s -1 / djt 2 o ik (ji) x i x 1( = e-i2\x i \*^ s- 1 , 



- 00 i=l k=l i~l 



00 X» 



d a 2i 2i °iic in) x i x k eme n i cnt abnehmende Funktion von /u ist, die 

i=l k=l 

Wintner, Spektraltheorie. 12 
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für ju < n (91) gleich Null und für /i > m (91) gleich \ %. | 2 ausfällt. 

00 

— Mithin sind auch die Reihen ^J\R ik (X)\ 2 auf K gleichmäßig be- 

k=l 

schränkt. Es gilt ferner, der Regularität von R ik (X) zufolge, 
Rik W ~^ ^iki^o) für ^ "~ * K> w °bei ^ etwa in der oberen Halbebene 
liegen möge (während X Q reell ist). Bezeichnet also [c k ] eine quadra- 
tisch konvergente Zahlenfolge, so gilt mit Rücksicht auf das Majoranten- 
kriterium der starken Konvergenz die Grenzgleichung 

(302) i^ittK—JSttWv 
k=l k=l 

CO 00 

und zwar ist die Reihe ^ | R { fc (X 0 ) c k | 2 gewiß konvergent, da 

i=l k=l 

00 

II ^ik W II au ^K gleichmäßig beschränkt ist. Folglich ist x { = ^Jc k R ik (A 0 ) 
eine quadratisch konvergente Lösung des Gleichungssystems (A 0 (£ — 91) £ = c, 

co 

indem ^ c k R ik (X) gewiß die Lösung von (A (£ — 91) £ = c darstellt, da ja 

X nicht reell ist. Da A 0 (£ — 9T Hermitesch ist, so ist der Fall 3 (S. 139) 
von vornherein ausgeschlossen, also liegt der Fall 1 vor, d. h. X 0 ist eine 
reguläre Stelle der Matrix, w. z. b. w. Wir werden sogleich sehen, daß 
umgekehrt im Spektrum keine beschränkte Reziproke für jli — 9t exi- 
stieren kann. Das Spektrum ist also identisch mit der Menge der 
matrizentheoretisch singulären Stellen von 91. 

Die Punkte des Spektrums sind nach Definition Zahlen denen kein 
von i und k unabhängiges e > 0 zugeordnet werden können, so daß 
für ju Q — £^^^^ 0 ~t~ e e * n J e des °ii i (l u ) k° nstant i st - Nach S. 98 und 
mit Rücksicht auf (293) kann es also kein e > 0 geben derart, daß im 
Kreise \/u Q — X\<e jedes R ik (X) regulär ist. Mithin ist dann keine 
konvergente Entwicklung nach Potenzen von X — /u 0 möglich, folglich 
ist ju Q nach S. 144 eine singuläre Stelle von 91. Gehört umgekehrt ju Q 
nicht dem Spektrum an, so ist ju 0 eine matrizentheoretisch reguläre 
Stelle, es gibt also nach S. 144 ein e > 0 derart, daß im Kreise 
| /u Q — X | < e die Taylorsche Matrizenreihe konvergiert und die Resol- 
vente darstellt. Erst recht sind also die R ik (X) für | t u Q — X | < e regulär. 
Die matrizentheoretisch singulären Stellen einer beschränkten Hermite- 
schen Matrix sind also mit den singulären Stellen und den Häufungs- 
stellen der singulären Stellen der Funktionen R ik (X) identisch, wobei 
wir die Häufungs stellen der funktionentheoretisch singulären Stellen 
besonders erwähnen müssen, da i und k nicht fest sind. 
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Für hinreichend große 1 1 1 gilt nach S. 101 bzw. S. 143 



(303) Rih{ x) = ji^M = j;Äfl 

-oo v=1 

und 

(304) K.,(A)|| = (A®-9ir 1 =2'^, 

v=l 

folglich ist 

(305) «'HI/V^uMIN »- = 0,1,.... 

— 00 

Ist A = 0 keine singulare Stelle von so hat — % (also auch 21) eine 
beschränkte Reziproke und umgekehrt, und es ist dabei jedes o ih (ji) 
in einer Umgebung des Nullpunktes konstant. Für hinreichend kleine 
| k | gilt dann (vgl. S. 144) 

+ 00 ^ +00 

(306) R. t (X) = j^M = - £r \^0- 

-CO V=0 — oq ^ 

mit 

(3o ? ) I! W II = (i e - st)- 1 = - Jr «r*-\ 

so daß (305) auch für y = — 1, — 2, . . . richtig ist. 



§ 81. Über die Spektralmatrix der Reziproke u. dgl. 

Wir wollen hier über die Spektralmatrix der Reziproke eine Be- 
merkung machen. Es sei zunächst % eine beliebige beschränkte 
Hermitesche Matrix, die eine beschränkte Reziproke W 1 hat, es sei 
ll a t*MII die Spektralmatrix von % und ||^(//)|| diejenige von 8T 1 , 
endlich || S. fc (X) || die Resolvente von 2T 1 , also für hinreichend große | A | 

\\SiuW\\=2Jj£r> folglich 8T = J^ 
(vgl. oben), mithin 

+ 00 + CO 

(308) S ih (X)=±j] jl01= j^>, 

v=0 — oo —oo k 

wobei sich die gliedweise Integration genau so wie auf S. 175 recht- 
fertigt. Denn die Belegungen liegen diesmal nicht nur ganz im End- 

12* 
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liehen, sondern können auch dem Punkte ju = 0 nicht beliebig nahe 
kommen. Die Integraldarstellung ist, aus Gründen der analytischen 
Fortsetzung, allgemein, d. h. auch außerhalb des Konvergenzgebietes 
der C. Neumannschen Reihen gültig. Andererseits haben wir 



(309) 



5«W=J 



Führen wir daher in (308) — als Integrationsvariable ein, so kann 

T ik (ju) aus (309) unmittelbar abgelesen werden (dank der durch die 
Stieltjessche Umkehrform gesicherten Eindeutigkeit). Soviel steht von 
vornherein fest, daß ein Punkt /lc dann und nur dann dem Spektrum 
von % angehört, wenn — im Spektrum von liegt. Es folgt näm- 
lieh aus den Sätzen von §66, daß die beiden Hermiteschen Matrizen 
^(g _ <% } — g _ nur zugleich eine beschränkte Reziproke haben 

können. Nehmen wir der Übersichtlichkeit halber an, daß das Spektrum 
von % ganz auf der positiven Halbachse liegt. Dann trifft dies auch 

für das Spektrum von 2T 1 zu, und — ist auf den beiden Sprektren 
monoton. Für die Stieltjessche Integration kommt aber nur das Spek- 
trum in Betracht, so daß wir so rechnen können, als ob — von 

— oo bis —|— oo eine monotone, stetig differentiierbare Funktion usf. 
wäre. Denn [jl = 0 liegt außerhalb der Spektren. [Ebenso könnten 
wir den Fall betrachten, wo das Spektrum von 21 auf der negativen 
Halbachse liegt. Eine der beiden Voraussetzungen trifft, wenn das 
Spektrum, wie oft, ein (zusammenhängendes) Intervall ist, von selbst 
zu, sobald nur 2T 1 existiert.] 

Ist o i1e (jbt) stetig differentiierbar, so gilt, wenn 



(310) qM 
gesetzt wird, die Umformung 



+ 00 

- f d °n 
' J 



+ 00 



ß 
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gewiß. Doch ist die Umformung, wie durch Zurückgreifen auf die 
Definition der Stielt j esschen Integration unmittelbar folgt, auch sonst 
legal (vgl. nämlich § 40). Da o ik von rechts stetig ist, so ist g ik 
von links stetig. Offenbar gilt ^ fc (+0) = 0, und, wenn in (310) der 
passende „Zweig" gewählt wird, auch Q ik (/u) = 0 , /u^O. Aus (309) 
und (308)' folgt nun 

(311) '*M = Q<*(f*-0). 

Die Spektralmatrix || % ik || von leitet sich also aus derjenigen von 
mittels (310), (311) ab. Diese Regel ist für die explizite Beherrschung 
der Division durch Fouriersche und verwandte Reihen von Wichtigkeit 
(vgl. S. 189 ff.). Die Diagonalelemente der Spektralmatrix geben dabei 
die „statistische" Verteilung, d. h. die relative Häufigkeit der ver- 
schiedenen Teile des ganzen Wertgebietes der auf Fouriersche Weise 
entwickelten Funktion an. Wir kommen darauf bei den fastperiodischen 
Matrizen zurück (S. 251). 

Es sei hier noch erwähnt, daß die Zurückführung der Spektral- 
matrix von cp ($l) auf diejenige von 2t nicht nur im vorliegenden Falle 

<p f yz) = — , sondern auch bei anderen Funktionen von $1 gelingt. In 

seiner Anwendung auf fastperiodische Matrizen gewährt dieses Prinzip, 
wie an anderer Stelle gezeigt werden soll, manche wesentliche (gruppen- 
theoretische) Einblicke in die Natur von diophantischen Verteilungs- 
kopplungen und klärt so den wahren Grund für den von Bohr ent- 
deckten Zusammenhang zwischen den Dirichletschen Reihen und den 
unendlich vielen Variablen auf (vgl. S. 46). — Wir müssen jedoch zu- 
nächst zu willkürlichen Funktionen von beliebigen beschränkten Hermite- 
schen Matrizen übergehen. 

§ 82. Das Korrespondenzprinzip. 

Aus (305) folgt 

(312) cp{K) = \\fcp(f,)da ik ( l a)\\ > 

— ao 

wenn zunächst cp(z) ein Polynom bezeichnet. Ist yj (z) ein anderes 
Polynom und co(z) das Produkt (p(z)xp(z), so ist offenbar (vgl. S. 4) 
(p (21) ip (91) = co (91) . Diese formale Bemerkung läßt sich wegen (312) 
sofort in die Gestalt der Hilbertschen Vollständigkeitsrelation der 
Spektralmatrix kleiden: 

+ 00 + 00 + 00 

( 313 ) II / <p M *°4* 0) II II / v 0) do iK 0) II = II / 9 M v 0) do i* 0) II > 

— co — oo — ao 

wobei cp und yj zunächst nur Polynome sind. 
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Es sei / (/u) eine für alle /li, oder, was für unsere Zwecke dasselbe 
ist, für n (21) — 0 <^ ju m (21) + 0 erklärte, beschränkte und zunächst 

+ oo 

auch stetige Funktion. Die Matrix || J f ( t u) da i1c (jjl) \\ , die wir mit 

— oo 

/ (21) bezeichnen wollen, ist alsdann beschränkt. Bezeichnet nämlich M 
die obere Grenze von f (/u) und ist ju 1} ju 2 , ju N+1 irgendein System 
von Einteilungspunkten, so ist die Kopplungsform der Näherungsmatrix 

N 

II 27 fo fc (/w)-*CO]|l 

v=l 

absolut 

£M2 J J (a fÄ - <r |t (^)) ^ M; J | *< |« = 1, 

v =l i=l k=l i=l 

da ^(||^ fc (/0|!) auf E nicht abnehmend der Grenze <f>(|| o ik (+ oo) ||) = 1 
zustrebt. Wir nehmen also die Definition (312) für alle stetigen Funk- 
tionen 99 (ja) in Anspruch. Ist cp (ju) reellwertig, so ist 99 (2t) gewiß 
Hermitesch. Man beweist leicht unter Benutzung des Weierstraßschen 
Approximationssatzes, daß (313) auch dann gilt, wenn 99 (ju) und yj (jli) 
beliebige stetige Funktionen bezeichnen. [Den Beweis hat man dabei 
wegen der möglicherweise schwachen Konvergenz (vgl. S. 134) in zwei 
Schritten zu führen, und zwar unter Benutzung des Majorantenkriteriums: 
Man zeigt zunächst bei festem 99, daß (313) gilt, wenn yj lediglich stetig 
ist, 99 jedoch ein Polynom darstellt; man betrachtet sodann bei festem ip, 
das jetzt schon beliebig ist, eine gleichmäßig konvergente Folge von 
Polynomen cp] — Wegen (312) bzw. (313) gilt 

(314) cp (H) y(%) = <pyj (21) ; c ± cp (2t) + c 2 cp (2t) = (c ± cp, + c, cp,) 21 , 

unter cpyj (21) = ipcp (21) die Matrix verstanden, welche gemäß (312) der 
Funktion yj(/u)cp(ju) zugeordnet ist; ganz analog ist die Bedeutung der 
zweiten Relation (314), wobei die c konstant sind. Der Funktion 99 = 1 
ist die Einheitsmatrix, und allgemeiner der w-ten Potenz von /u die 
w-te Potenz von 21 zugeordnet. — Die Zuordnung ist nach (314) distributiv 
und „multiplikativ". Sie ist ferner, wie wir gesehen haben, derart, daß 
M (99 (51)) <^ m (99) gilt, unter flt (cp) die obere Grenze (Maximum) der 
Funktion | 99 (/u) | verstanden. — Die Zuordnung ist stetig: bezeichnet 
cp 17 cp,, ... eine Folge von gegen 99 gleichmäßig konvergierenden 
stetigen Funktionen, so gilt 9^ n (5X) — »-^(^C), genauer M(99 n (2t) — 9?(2I)) — *0, 
dies zwar wegen 

(315) M (cp n (21) - cp (80) = M ((<p n - <p) 51) < ttt (<p n - cp) 
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und da nach Voraussetzung m (<p n — cp) — ► 0. — Übrigens hat F. Riesz 
diese Zuordnung auf Funktionen 99 übertragen, die nicht notwendig 
stetig, ja nicht einmal halbstetig sind, sondern nur als Summe einer 
von oben und einer von unten halbstetigen Funktion dargestellt werden 
können. Bei der „Fortsetzung" von Funktionalen spielt diese Funk- 
tionenklasse auch sonst methodisch eine Rolle, die auf dem Umstand 
beruht, daß diese Funktionen es sind, die durch absolut konvergente 
Polynomreihen (oder, was dasselbe ist, durch absolut konvergente Reihen 
von willkürlichen stetigen Funktionen), die nicht auch gleichmäßig zu kon- 
vergieren brauchen, dargestellt werden können. Da die von rechts 
stetigen Funktionen von beschränkter Schwankung gewiß dieser Klasse 
angehören, so konnte F. Riesz eine einfache Herleitung der Formeln 
(312), (313) usf. auf dieses Zuordnungsprinzip gründen. Er hat auch 
einen anderen Weg eingeschlagen, der die Frage, mit Rücksicht auf (305), 
mit dem Momentenproblem in Zusammenhang bringt. Wir werden 
später bei den unitären Matrizen ähnlich verfahren. 

Der multiplikative und distributive Charakter der Zuordnung er- 
gab sich aus der „infinitesimalen Integrabilitätsbedingung" (294). Man 
kann sich die Frage stellen, inwiefern das Bestehen der „integralen 
Integrabilitätsbedingung" (314) dasjenige einer „infinitesimalen" bedingt. 
Diese Frage hängt, wie an anderer Stelle näher ausgeführt werden 
soll, mit einem Problem betreffend konvexe Funktionale zusammen. 

Das Korrespondenzprinzip kann zur Integration des Differential- 
systems i) t = % t) t verwendet werden. Die allgemeine Lösung ist wieder 

k=l -x 

wobei ^J\y { (0) | 2 < -f- 00 vorausgesetzt ist. Ebenso ist die allgemeine 

Lösung des Differentialsystems ^ = %i t oder x i = ^ a ik x k darstell- 
bar durch k=1 

(316) x { (t) = L (0) f cos -L da ik <jt) + x k (0) f i~i sin J= d a ik (^)) 

wenn von £ 0 und j 0 quadratische Konvergenz angenommen wird. — 
Daraus ist ersichtlich, daß das gemäß £ = $1 £ schwingende System 
nur solche ebenen „Wellen" 1 ) 

(317) II do ik (p) II cos -L=, II da ik (ß) II sin --4= 
]-V ] - 

1 ) Im Spezialfall, wo cr^. nur von der Differenz i — k abhängt, handelt es 
sich wirklich um Wellen. 
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emittieren kann, deren ja im Spektrum liegt; denn sonst gilt 

fl+8 

J ... do iu (ju) =0; i, k = 1, 2, . . . 

für hinreichend kleine e(> 0). Daher eben der Name Spektrum 
(Punktspektrum = Linienspektrum, Streckenspektrum = Bandenspektrum. 
NB. die Formel (316) gilt freilich auch bei endlichen Matrizen 21). 
Die ebenen Wellen (317), aus welchen sich die allgemeine Lösung 
(316) gemäß dem Superpositionsprinzip aufbaut, sind dabei — als 
„Differentiallösungen" — mindestens formale Lösungen des Diffe- 
rentialsystems. Vgl. hierzu S. 206 weiter unten. 

Die den Mathematikern längst bekannte Korrespondenz zwischen 
Matrizen und Funktionen enthält, wie wir jetzt sehen werden, das Über- 
tragungsprinzip, welches von der Heisenbergschen Theorie zur Schrödinger- 
sehen hinüberführt. 

§ 83. Funktionale Gruppenmatrizen. 

Wir haben vorher unter Zugrundelegung einer Hermiteschen Matrix 
einer stetigen Funktion cp gemäß (312), (313) eine Matrix zugeordnet. 
Die Zuordnung war distributiv, multiplikativ und stetig. Wir wollen 
jetzt diese Zuordnung in einem wichtigen Spezialfall näher verfolgen. 
Wir betrachten also wieder eine Abbildung, welche jeder stetigen Funk- 
tion cp eine Matrix %{cp) zuordnet, die beschränkt, für reellwertige cp 
von Hermiteschem Typus, für cp =1 die Einheitsmatrix ist; und zwar 
soll die Abbildung distributiv und multiplikativ sein, 

(318) c t % {cp) + c^{ip) = % {c t <p + c 2 ip); 8t (9) 9t (y) = « (<p y>) , 

und endlich die Stetigkeitseigenschaft haben, daß aus V\(<p n — cp)—*0 
immer M (51 (cp n — cp))—>0 folgt. — Wir fragen auch diesmal nicht nach 
der „infinitesimalen" Struktur der allgemeinsten Realisierung einer solchen 
Zuordnung, sondern zeigen nur folgendes: Setzt man 

(319) 21 (<p) = II / cp Ca) e 4 Ca) 6 k (ja) da fa) \\ , 

— 00 

wobei o (ju) eine reellwertige, außerhalb eines hinreichend großen 
Intervalles konstante Funktion von beschränkter Schwankung und 
0 1> 0 2 , ... ein stetiges Funktionssystem bedeutet, für welches die 
Orthogonalitätsbeziehung 

(320) MG») Ö» da{[i) = d ik ; i, k = 1, 2, . . . 
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und für alle stetigen Funktionen / und g die „Vollständigkeitsrelation" 

(321) 2 h(j*)Ö J (ß)do(ji).Jg(rie j (iii)do(jx)= ff(f*)g(ju)do(fi) 

j—1 — co ->• co — co 

(die also nicht notwendig im Sinne des Fischer -F. Rieszschen Satzes 
gemeint ist) gilt, so sind unsere Forderungen gewiß erfüllt. Eine wie 
(319) gebaute Matrix wollen wir mit Rücksicht auf eine Andeutung 
von O. Toeplitz, welche die Bedeutung der Zuordnung im Sinne von 
Frobenius in Evidenz setzt, als eine funktionale Gruppenmatrix bezeichnen. 
Selbstverständlich handelt es sich dabei nicht um eine Matrix, sondern 
um eine Klasse von Matrizen, so daß wir genauer von dem durch 
{0 m ; o) festgelegten Körper von multiplikativen Klassenmatrizen zu 
sprechen haben. 

Wegen (320) ist $t (l) = (£ , und $(99) ist gewiß Hermitesch, wenn 
99 reellwertig ist; denn o (/u) ist nach Voraussetzung reellwertig. Der 
distributive Charakter der Zuordnung ist selbstverständlich. Die zweite 
unter (318) stehende Beziehung verifiziert sich unter Benutzung von (321) 
wie folgt: 

(322) 2t foO = II Y<P M* da || || J y 6 4 \ da \\ 

— co — co 

^ -f CO + CO + CO 

= II 2 I <P 0< Ojdo J yj Oj 6 k do II = II / cp yj 0.0 fc ia \\ = % yj) . 

j— 1 — co — co — co 

Es gilt endlich auf E 

(323) \2 2* i *j9>0Ädo\ = \Y<p\jjx i 0 i \*do\ 

i=l Jc=l —co —co i=l 

^ «foO Y\2*M d ° = n{<p) 2 AM* 

-co i=l {— 1 k—l —00 

i=l 

folglich ist M ($1 (9?)) <[ tu (99) und daraus folgt wieder die Stetigkeit der 
Zuordnung ebenso wie bei (315). Die Matrix ist, wir wir soeben ge- 
sehen haben, beschränkt, ihre Kopplungsform ist, wie man aus (323) 
leicht erkennt, 

(324) «P (St fo,)) = Yp C") I J *i K (/«) I 2 da (/*) . 

-CO i = l 
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Ist X eine Zahl, die nicht im Wertbereich der Funktion (p(jLt) liegt, 

so ist die Funktion — — stetig. Wegen (X — cp) — = 1 ist 

l — cp (p) v TJ k — op 

%(X — cp)% (jzr^) = ® ' d h - ^ (iZ^") ist die ( offenbar sowohl hintere 

als auch vordere) Reziproke von 21 (X — cp) = X 2t (l) — 2t (<p) = X (S — 51 {cp) ; 
m. a. W., die Resolvente von 21 (99) ist 

(325) R,WII = *(t^)= 

— CO 

Die Matrix $1 (99) ist dabei, wenn cp nicht reellwertig ist, nicht not- 
wendig Hermitesch, jedoch gewiß normal. Denn die begleitende Matrix 
von 21(99) ist, wie man sich leicht überzeugt, die Matrix 21 (9), welche 
der konjugierten Funktion cp(fi) zugeordnet ist, so daß* mit Rücksicht 
auf den multiplikativen Charakter der Zuordnung die beiden Normen 
von 5t (cp) identisch, nämlich gleich 2t (| cp ] 2 ) sind. — Ist cp (ju) reellwertig, 
so wird man, um durch Vergleich mit (293) die Spektralmatrix ablesen 
zu können, bestrebt sein, in das Integral (325) cp (jll) als unabhängige 
Variable einzuführen. Es handelt sich also um die Bestimmung der 
zu cp (ja) inversen Funktion. Beachtet man, daß es stetige Funktionen 
gibt, die auf keiner Teilstrecke monoton sind, so erkennt man die 
Ziele, die der Hellingersche Integralbegriff, der u. a. eben zu diesem 
Zwecke geschaffen wurde, erreichen will und kann. Es kann freilich 
die „Umkehrung" auch mit Hilfe des Lebesgueschen Integralbegriffes 
geschehen. — Wir werden später die Verhältnisse an Hand der fast- 
periodischen Matrizen überblicken können, welche die klassischen (zeit- 
lichen) Schwingungen in die Sprache der unendlichen Matrizen über- 
setzen. 



§ 84. Fortsetzung. Unitäre Äquivalenz der Klassen. 

Ist 5t eine funktionale Gruppenmatrix oder eine fastperiodische Matrix, 
so können die Zerlegungen (278) der Spektralmatrix nach einer Dis- 
kussion des Verlaufes der Funktion cp leicht angegeben oder wenigstens 
beschrieben werden; die einzelnen getrennten Bestandteile in (278) 
haben dabei für die Darstellung genau die Rolle von irreduziblen 
Quadraten. 

Aus (325) läßt sich übrigens durch eine Verallgemeinerung der in 
Kap. II durchgeführten Betrachtung entnehmen, daß an der Stelle X = l Q 
alle Funktionen R ik (X) nur dann regulär sein können, wenn X Q 
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nicht dem Wertevorrat der (im Nenner stehenden stetigen) Funktion 
cp (ju) angehört (vgl. S. 268). Die bei der Herleitung von (325) benutzte 
Bemerkung kann also umgekehrt werden. Mithin ist das Spektrum 
der funktionalen Gruppenmatrix % (cp) mit dem Wertevorrat der 
Funktion cp(jii) identisch. Mit A 0 = 0 folgt hieraus, daß, wenn die 
Funktion (p(/u) der Null nicht beliebig nahe kommen kann, %(cp) 

wegen (325) die beschränkte Reziproke nat > während sonst 

keine beschränkte Reziproke vorhanden ist (ebenso, wie bei der 
Funktion cp selbst). 
Ist 

(326) 33 (cp) = || / cp (ja) ti (p) (ti) da (ja) \\ 

— 00 

eine andere Klasse von funktionalen Gruppenmatrizen, wobei die Be- 
legung o dieselbe wie in (319) ist, und setzt man 

(327) U = \\j\(lu)xMdo(^\\, 

— 00 

so folgt, genau so wie auf S. 66, daß 

(328) U « (<p) U* = 23 (cp) , U* 33 (cp) U = « (cp) 

gilt. Setzt man cp = 1, so geht (328) in die definitorische Bedingung 
des unitären Charakters über, so daß die beiden Matrizen 51 (cp), %$(<p) 
unitär äquivalent sind. Im Rahmen des vorigen Paragraphen ent- 
spricht den Schlußbemerkungen von § 7 die leicht beweisbare Identität 

(329) U<p(^)U* = (p(U2tU*), U*=U _1 . 

Das Wesentliche bei den multiplikativen Gruppenmatrizen ist der 

+ 00 

folgende Umstand. Weiß man nur, daß a ili = j tido ilc (ti) gilt, so folgt 

— 00 

daraus noch nicht, daß ||a iÄ || die Spektralmatrix ist. Denn die o i]{ 
sind gewissermaßen unabhängig voneinander. Nimmt man aber an, 
daß do iJ{ = d i d k do gilt, so hat man nicht mehr oc 2 , sondern nur oo Be- 
stimmungsstücke zur Verfügung. Nimmt man außerdem an, daß (320) 
und (321) gelten, wobei (305) notwendig ist, denn es ist gewiß, da 

+ oo 

II / d °ik\\ = ® Sein muß > S0 f ° 1 ^ t aUS ( 321 )> daß ( 305 ) fÜr W > 1, 

— oo 

und aus (320), daß (305) auch für n = 0 gilt. Kennt man aber alle 
2l n ; n = 0, 1, . . ., so kann man die C. Neumannsche Reihe bilden, 
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welche, mit Rücksicht auf die Stieltjessche Umkehrformel, die Spektral- 
matrix bereits festlegt. Diese Bemerkung rührt von Hilbert selbst her, 
der die Fourierschen Matrizen eingeführt hat. Hilbert hat dabei ver- 
mutet, daß die Fourierschen Matrizen gewissermaßen Normalbestand- 
teile beliebiger Hermiteschen Matrizen sind. Im Anschluß daran ist 
dann die Hellingersche Zerlegungstheorie entstanden, welche die 
Spektralmatrix beliebiger Hermiteschen Matrizen aus den Spektral- 
matrizen getrennter Fouriermatrizen aufzubauen gestattet. Wir kommen 
darauf noch zurück. 

§ 85. Fortsetzung. Polynomische Klassen. 

Wegen (328) sind die verschiedenen Klassen funktionaler Gruppen- 
matrizen gleichwertig, so daß es zweckmäßig ist, die Betrachtungen von 
§ 30 auf den hier vorliegenden Fall zu übertragen. Es sei o (ju) ^ 0 
eine nicht abnehmende Funktion, die keine Treppenfunktion ist, also 
unendlich viele Wachstumstellen hat, die jedoch alle ganz im Endlichen 
liegen mögen, so daß o außerhalb eines hinreichend großen Intervalles 
konstant ist. Dann gibt es Polynome 0 1 , 0 2 , . . wobei d- vom genauen 
Grade i — 1 ist, derart, daß die Bedingungen (320), (321) in bezug 
auf die vorgegebene Belegung o erfüllt sind. 

Zunächst ist f 0 (jll) d o (//) =j= 0 , wenn 0(^)^0 ein Polynom be- 

— 00 

deutet, das für alle ^ = 0 durchweg ^> 0 ist. Da nämlich @(ju)^.0 
ein Polynom ist und o (ju) nicht nur endlich viele Wachstumsstellen hat, 
so gibt es ein d > 0 und dazu ein Intervall [a, ß] derart, daß für 

ß 

a ^ ^ ß das Polynom 0(ju) d y und zugleich j do(ja) > 0, also 

a 

+ O0 ß ß 

J Odo ^ J 0do ^> d J da > 0 ausfällt. Man erkennt hierauf nach 

— oo a a 

dem Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren durch voll- 
ständige Induktion (vgl. S. 12), daß Polynome 0 X ,0 9 , wobei 0^ 
genau vom Grade % — 1 und d 1 ^ 0 ist, sukzessive derart bestimmt 
werden können, daß (320) gilt. Es folgt hieraus wie auf S. 67, daß 

jedes Polynom 0(ju) vom Grade n — 1 in der Gestalt C-^H \~ c n ®n 

dargestellt werden kann, und zwar nur auf eine Art und Weise, indem 

+ CO +00 

c v = J 0d v do sein muß; und daß ferner j0Ö v do = O gilt, wenn 

— co — co 

v^> n ist. Mithin ist (321) für den Fall, daß cp und ip Polynome sind, 
eine leicht erkennbare Identität, und daraus folgt unter Benutzung der 
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beim Beweise von (313) angedeuteten Schlußweise, daß (321) für jedes 
Paar cp, yj von stetigen Funktionen gilt. Denn nach Weierstraß kann 
jede stetige Funktion auf jedem endlichen Intervalle durch Polynome 
gleichmäßig approximiert werden, und hier handelt es sich nur um 
ein endliches Intervall, da o sonst konstant ist. 

Wir wollen fortan mit o ^> 0 eine Funktion bezeichnen, die nicht 
abnehmend, von rechts stetig und außerhalb eines hinreichend großen 
Intervalles konstant ist; {0.}, {%.) bezeichnen zugehörige, den Be- 
dingungen (320), (321) [bzw. den beiden analogen, dem System 
entsprechenden Bedingungen] genügende Funktionensysteme, wobei d { 
ein Polynom vom genauen Grade i — 1 ist, so daß (siehe S. 68) 

Te{jJL)Q m {n)da{jA) 

— 00 

gewiß verschwindet oder aber nicht verschwindet, je nachdem der 
genaue Grad des Polynoms 0 (/u) kleiner als n oder = n ist. Ins« 
besondere ist also 

+ 00 

f pOifa) 0 h (ß)do(fi) 

— 00 

gewiß = 0 oder aber =)= 0, je nachdem 1 -f- i > k oder 1 -j- Ä > f , 
bzw. 1 -f- i = k oder 1 -]- k = i gilt. Denn {0J genügt denselben Be- 
dingungen wie {0 ; } . 

§ 86. Fortsetzung. Fouriersche Matrizen. 

Die beschränkten Hermiteschen Matrizen % (cp), 33 (cp) unter (319), 
(326), die zu cp = ju gehören, 

+ 00 +00 

(330) = / fixMxMäoifi), »Ou) = / (*6 t (riB k Qi) do(ji), 

— CO — 00 

nennen wir wieder Fouriersche Matrizen. Als Jacobische Matrizen be- 
zeichnen wir hingegen diejenigen beschränkten Hermiteschen Matrizen, 
für welche 

(331) b ik = 0 für |i_*|>i und 6,^ = b._ ± . + 0; b u >0 

ausfällt. Eine polynomische Fouriersche Matrix 33 (ju) ist also gewiß 
eine Jacobische Matrix. Wir werden sogleich sehen, daß auch die 
Umkehrung gilt. — Jede Fouriersche Matrix %(ja) kann in eine poly- 
nomische Fouriersche Matrix unitär transformiert werden. Denn einer- 
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seits kann man zur Belegung o von ^ eine den Bedingungen (320), 
(321) genügende Polynomfolge {0J bestimmen, wobei d { genau vom 
Grade i — 1 ist, und andererseits gilt (328). Es sei jedoch betont, 
daß die Übereinstimmung der Belegungen zweier Fourierschen Matrizen 
zwar eine hinreichende, jedoch keine notwendige Bedingung für ihre 
unitäre Äquivalenz darstellt. Die Verhältnisse sind nämlich die gleichen 
wie bei den endlichen Matrizen (S. 63 ff.). 

Die Spektralmatrix der Fourierschen Matrizen kann man ohne 
weiteres angeben. Die Resolvente von ^i(jLt) ist nämlich wegen (325) 

(332) || R ik (X) |! = 3t (jjy = I J *wacy.M | , 

— QO 

wofür, wenn 

u 

(333) «,»W=/ziM&Wi<'W 

— 00 

gesetzt wird, nach § 40 auch 

+ 00 

(293)' R iiW= j d ^M 

— 00 

geschrieben werden kann. Wegen(333) ist a ih ( — oo) = 0, und o ik (ji) ist 
durchweg von rechts stetig, da a(ju) nach Voraussetzung von rechts 
stetig ist. Wegen (293) und mit Rücksicht auf die Stiel tjessche Um- 
kehrformel muß also die durch (333) gegebene Matrix ||ff t - Ä (^)|| die 
Spektralmatrix sein. Denn es gibt nur eine Resolvente und nur eine 
Spektralmatrix, und für die Spektralmatrix ist (293) wegen (293)' ge- 
wiß richtig. 

§ 87. Fortsetzung. Jacobische Matrizen. 

Wir zeigen jetzt, daß jede Jacobische Matrix eine zu Polynomen 
gehörige Fouriersche Matrix ist. Ist nämlich ||ß ifc || eine Jacobische 
Matrix, so ist es auch ]| a ik \\ [n ], also ist die Resolvente || Rlf (A) ||( n) 
dieses Abschnittes, wie wir wissen (§ 32), von der Struktur 

+ oo +oo 



(334) Rlf (A) = J »W»^g W M = j 



(335) alt (ß) = J Xi C") X* G") ^Q {n) Mi i,h = 1,2, n, 
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wobei Q^ n) (/u) eine nicht abnehmende Treppenfunktion mit genau 

n Sprungstellen und % { {fi) ein Polynom genau vom Grade i — 1 be- 
zeichnet; es gilt 

(336) ) xMxM d Q {n) {t*)=ö i *> i,k=l,2,...,n, 

— 00 

und %. hängt mit Rücksicht auf (115) von n nicht ab. Es muß also 
nach S. 81 eine Funktion o ik (/u) von beschränkter Schwankung geben 
derart, daß an allen Stetigkeitsstellen von o {li {ij) 

(337) fxMxMW n) W-+°iM 

— CO 

gilt, und zwar ist [|<^ fc (^)|| die Spektralmatrix der unendlichen Matrix, 
sofern die o ilc (ju) nötigenfalls von rechts stetig gemacht werden. Da 
% ± eine Konstante C =)= 0 ist, so muß insbesondere 

(338) j de in )(fl) ^^M 



an allen Stetigkeitsstellen von o ±1 gelten. Wir wählen eine Zahl ju' 
derart, daß ju' nicht eine Sprungstelle von a 31 oder von einem 
ist; diese ju' liegen überall dicht, und sind, in Anbetracht dessen, daß 
Q {n) ^>0 nicht abnimmt und im negativen Unendlichen verschwindet, 
gewiß derart, daß 

(339) / ig W (ju) = g<»> {fji f ) , also g("> (ju f ) -> a (//) 

— 00 

gilt, wenn o (ju) = 011 ^ gesetzt wird. Nach dem Hellyschen Fort- 

I c I 

pflanzungssatz (S. 78) gilt also £M[_>]a; aus (337), (339) folgt daher 
nach dem Hellyschen Satz über gliedweise Integration (S. 89), daß 

(340) /ÄWioW = ^M 

— CO 

an allen Stetigkeitsstellen von a (ju) gilt. Aus demselben Grunde geht 
(337) in (333) über. Da \\o ik \\ die Spektralmatrix ist, so gilt wegen 
(305), (340) und mit Rücksicht auf § 40 

+ CO +00 

a iK = f V äa ile (ji) = j fi % . (ji) x k (ß) do(fi). 
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Hierbei ist o (/u) nicht abnehmend, kann als von rechts stetig angenommen 
werden und hat, wie aus der für alle i und k gültigen normierten 
Orthogonalitätsrelation (320), woselbst % für 6 zu setzen ist, leicht ent- 
nommen werden kann, unendlich viele Wachstumsstellen, ist also 
keine Treppenfunktion. Es gilt dabei (321), wie wir wissen (S. 85), von 
selbst. Mithin ist ||ß i7c ||, wie behauptet, eine zu einem „vollständigen" 
Polynomsystem gehörige Fouriersche Matrix. 

§ 88. Fortsetzung. Laurentsche Matrizen. 

Durch einen vorsichtigen, jedoch ganz elementaren Grenzübergang 
kann daraus, daß (313) und (321) für alle stetigen Funktionenpaare 
gelten, ohne Mühe geschlossen werden, daß (313) und (321) auch 
für alle etwa abteilungsweise stetigen, beschränkten Funktionenpaare 
gelten, deren Unstetigkeitsstellen nicht in eine Sprungstelle von o 
fallen. Diese Bedingung reicht hin, um die Existenz des Stieltj esschen 
Grenzwertes lim 5 von S. 83 zu sichern. — Auf diese geläufigen £ -Be- 
trachtungen können wir hier nicht näher eingehen. 

Nehmen wir die Zuordnung durch 

i 

(341) SI (?) = || / <f> Qm) Xi (m) % G") */* II 

0 

vor, wobei 

i 

(342) JziMä» = 

0 

00 1 1 1 

2$<P 0) Xj W dp • JV G") Xj (p) dp = S<p (ß) y> (ß) dp 
j=i o o o 

ist, so daß o (p) durchweg stetig, für p ^ 1 und für p <^ 0 konstant, für 
0 <^ p < 1 aber = p ist, so können wir freilich beliebige beschränkte 
und integrable Funktionen <p (p) zulassen. Die Formel (342) gilt für 
alle im Riemannschen Sinne integrierbaren beschränkten Funktionen 
<P> ip> wenn sie für alle stetigen Funktionen gilt. Man kann aber auch 
fordern, daß {^.} im Sinne des Riesz-Fischerschen Satzes vollständig 
ist; dann gilt (342) für alle Paare nebst ihren Quadraten im Lebesgue- 
schen Sinne integrierbarer Funktionen. Der distributive und multipli- 
kative Charakter der Zuordnung bleibt dabei bestehen und es gilt 
auch jetzt 



(343) 



M (21 (<?>)) £w(<P)> 
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unter m {cp) die obere Grenze von | cp (/./) | für 0 ^ ju ^ 1 verstanden. 
Wir wollen unter m((p) die „eigentliche" obere Grenze, nämlich die 
kleinste Zahl +oo) verstehen, für welche | cp (ju) | <[ m {cp) ab- 
gesehen von einer /i-Nullmenge richtig ist. Es läßt sich dann zeigen, 
daß M (51 (99)) nicht nur <^ m (cp), sondern genau = ttt {q?) ist. Ins- 
besondere ist also die Matrix dann und nur dann beschränkt, wenn 
die Funktion „eigentlich" beschränkt ist. 

Toeplitz hat die Theorie insbesondere derjenigen Matrizen aus- 
gebildet, die zu gewöhnlichen (trigonometrischen) Fourierreihen gehören. 
Die Numerierung läuft dabei von —00 bis +00, doch kann man 
hiervon zu der Bezifferung von § 83 übergehen. Den Laurentschen 
Matrizen entsprechen spektral die endlichen „Zyklanten" in einem 
analogen Sinne, wie die unendlichen Jacobischen Matrizen die Grenzfälle 
der endlichen sind (S. 191). Man erkennt dies, indem man die Integral- 
darstellung der Fourierkoeffizienten durch Nährungswerte ersetzt, die zu 
einer äquidistanten trigonometrischen Interpolation gehören. 

Wir werden sehen, daß diese Theorie, wenigstens in ihren Haupt- 
zügen, auf fastperiodische Funktionen ausgedehnt werden kann (soweit 
ich aus einer Andeutung schließen kann, sind Dirichletsche Reihen 
in diesem Sinne bereits von Toeplitz selbst betrachtet worden). 

§ 89. Unitäre Kovarianz der Spektralmatrix. 

Nach diesem Exkurs nehmen wir die Behandlung der allgemeinen 
Theorie wieder auf. Es sei $ = ||a iM || eine beschränkte Hermitesche 
Matrix, 9^ = ll^-fc W II ihre Resolvente, |j a i1c (pi) || ihre Spektralmatrix 
und U eine unitäre Matrix. Wegen 

{x g - u % ir 1 ) u ir 1 = u {x g - 21) ir 1 u m x ir 1 

= u {x g - 5i) sr a ir 1 = u g in 1 = u ir 1 = g = in 1 u = • • • 

ist il IT 1 die Resolvente von U % IT 1 . Wegen IT 1 = U* und mit 
Rücksicht auf (293) ist also das (i, k)-te Element der Resolvente von 
U^IT 1 gleich 

+ X QO CO 4-x 
3 = 1 /=1 - 00 _00 — CO 

wenn |ja* t (ja) || = U || o iJs (pc) || U -1 gesetzt wird; vgl. (268). Die glied- 
weise Integration rechtfertigt sich dabei wie folgt. Die in (344) linker- 
hand stehende Doppelsumme ist nach S. 175 gleich 

(9«) ü- 

7=1 7=1 ' 7 

Wintner, Spektraltheorie. 13 
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n 

Nach S. 164 sind aber die Funktionen jj o n (ju) u kl ; n = 1, 2, ... von 

i=i 

gleichmäßig beschränkter Schwankung und nach der Schwarzsehen 
Ungleichheit 1, also gleichmäßig beschränkt. Sie streben für n— >oo 

QO 

der Grenze 2J°-iil u )^ki zu > so daß nach dem Hellyschen Satze 
i=i J 

über gliedweise Integration die innere Summe in (345) gleich 

+ 0O 00 

J 

— oo 

ist. Die wiederholte Anwendung derselben Scblußweise ergibt nunmehr 
die Formel (344), welche, angesichts der Stieltjesschen Umkehrformel 
und mit Rücksicht auf (293), besagt, daß mit der Matrix 21 sich 
nicht nur ihre Resolvente, sondern auch ihre Spektralmatrix kogre- 
dient transformiert. Nach § 74 und laut der Definition auf S. 177 sind 
also das Spektrum, das Streckenspektrum, das Punktspektrum und 
das Häufungsspektrum von % unitär invariant. Das Spektrum ist aber 
nach S. 178 die Gesamtheit der 1 -Werte, bei welchen für — % 
nicht der Fall 1, mithin, da Fall 3 hier ausgeschlossen ist (S. 139), der 
Fall 2 von § 60 vorliegt. — Es entsteht nun das Problem, die drei 
unitär invarianten Bestandteile des Spektrums (für welche also ohne 
Ausnahme der Fall 2 vorliegt) ebenfalls lösungstheoretisch zu charak- 
terisieren (vgl. § 62). 

§ 90. Das Feld der normierten Eigenlösungen. 

Wir werden auf S. 198 ff. den Hilbertschen Satz beweisen, demzufolge 
X Q dann und nur dann dem Punktspektrum angehört, wenn die zu 
l (£ _ % gehörigen homogenen Gleichungen eine vom Nullvektor ver- 
schiedene, jedoch quadratisch konvergente Lösung, oder, was dasselbe 
ist, eine normierte Lösung zulassen. 

Diese Eigenschaft erweist sich auch ohne Heranziehung der Spek- 
traltheorie als unitär invariant. Aus 33 c = o folgt nämlich U (33 c) 
= 11 o = o, also offenbar auch (U 33 IT 1 il) c = o, d. h. (U 33 IT 1 ) b = o, 
b = Uc, wobei, da U beschränkt ist, der quadratisch konvergente 
Vektor c durch die Transformation mittels U mit Rücksicht auf die 
Schlußbemerkung von § 54 in einen quadratisch konvergenten über- 
geht, der nur dann = o ist, wenn c = o = Nullvektor war. Aus o = U c 
folgt in der Tat IT 1 o = U _1 (U c), d. h. o = 6 C = c Setzt man ferner 
58 = A 0 © — % , so ist 

U33U- 1 =i 0 g-uau _1 . 
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Wir können daher, auch bevor wir zum Beweis des Hilbertschen Satzes 
übergehen, die Matrix % vereinfachenden unitären Transformationen 
unterwerfen. Analog ersieht man, daß die Anzahl der zu Sß g = 0 ge- 
hörigen linear unabhängigen quadratisch konvergenten Eigenlösungen, 
die = 0, endlich und positiv, oder + 00 sem kann, für 93 und 11 23 II -1 
dieselbe ist. Hierzu ist wieder (vgl. S. 8) folgendes zu bemerken. 
Es sei Q ein den Nullvektor enthaltendes „Feld" von quadratisch 
konvergenten Vektoren j, so daß mit •■•>£„, immer auch die (der 
Schwarzsehen Ungleichheit zufolge gewiß quadratisch konvergente) 
endliche homogen-lineare Verbindung a x £ x + • • • + a m % m der Gesamt- 
heit Q angehört. Die Gesamtheit der zu 93 £ = 0 gehörigen quadratisch 
konvergenten Lösungen hat gewiß diese Eigenschaft. Wir ordnen Q 
eine nichtnegative ganze Zahl v oder v = + 00 a ^ s den Rang von Q 
auf die folgende Weise zu. Wir setzen v dann und nur dann = 0, 
wenn Q außer dem Nullvektor keinen weiteren Vektor enthält. Ist 
v > 0, so sind zwei Fälle möglich. I. Entweder gibt es in Q eine 
Anzahl N (> 0) von Vektoren £°, 2-3°, . . ., £y, aus welchen jeder andere 
Vektor des Feldes homogen-linear zusammengesetzt werden kann, 
während aus «1 £? + * • • + a N In = 0 immer cc° = • • • = a% = 0 folgt, 
so daß die N Grundvektoren linear unabhängig sind. Man über- 
zeugt sich leicht, daß N von der Wahl der Grundvektoren nicht ab- 
hängt, also durch Q eindeutig festgelegt wird. Wir setzen den Rang 
v gleich N, der also jetzt > 0, aber < +°° i st - — H- Oder aber es 
gibt keine solche Anzahl N, sie ist = -\-oo. Wir setzen dann v = +°°- 
(Es ist dabei zu beachten, daß aus v = -\-oo noch keinesfalls folgt, 
daß Q alle quadratisch konvergenten Vektoren enthält, so daß die 
Bezeichnung Rang bei Hilbertschen Vektorkörpern nur cum grano salis 
zu verstehen ist; vgl. hingegen S. 10.) 

Den Rang von / @ — 91 wollen wir durch v (X) bezeichnen und Viel- 
fachheit von l nennen. Für % und 11 % VT 1 hat l, wie erwähnt, die- 
selbe Vielfachheit. — Den erwähnten Hilbertschen Satz können wir 
offenbar so aussprechen: der Punkt a gehört dann und nur dann 
dem Punktspektrum an, wenn 1 <^ v (X) + 00 gilt. Gehört also l 
dem Häufungs spektrum oder dem Streckenspektrum oder beiden an, 
ohne zugleich dem Punktspektrum anzugehören (vgl. S. 161), so ist 
v (2) = 0, und es liegt dabei für X — ebenso wie im Falle v (X) ^ 1, 
der Fall 2 von S. 138 vor. Gehört X dem Spektrum überhaupt nicht 
an, so ist freilich v(X) = 0 ebenfalls richtig (vgl. S. 141), es gibt jedoch 
dann eine und nur eine beschränkte Reziproke, es liegt also der 
Fall 1 vor. 
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§ 91. Hauptachsentransformation des punktspektralen 

Bestandteiles. 

Es bezeichne wieder ||5 ifc (^)|| den stetigen, ||3 ifc (^)|| den sprung- 
haften Bestandteil von ||tf ifc (^)|| 3 d. h. der Spektralmatrix von 51- Dann 
ist, wie wir wissen (S. 165 bzw. 194), || oft (ju) || = U || a ik (/u) || II" 1 der 
stetige, || o ik ( t u) || = 11 1| o ik (ju) || II" 1 der sprunghafte Teil von 

(346) IkÄMIHUlla^^HU- 1 , 

d.h. der Spektralmatrix von Es bezeichne h x , k 2 , ... das 

Punktspektrum von 51, also auch von 11 51 II -1 . Unter Umständen gibt 
es überhaupt kein Punktspektrum oder auch überhaupt kein Strecken- 
spektrum. Wir wollen vom allgemeinen Falle sprechen und, um 
Vorstellungen zu fixieren, annehmen, daß es sogar unendlich viele X. 
gibt. Sie sind dadurch charakterisiert, daß sie die Sprungstellen von 
mindestens einem o ik (ju) oder o il{ (ju); i, k =1, 2, ... darstellen, und 
diese Eigenschaft ist unitär invariant. Die Zahlen X. sind nach De- 
finition voneinander durchweg verschieden, ihr „Gewicht" soll eben 
jetzt, an der Hand des Hauptachsenproblems erklärt werden. Man 
hat für 51 

(347) a ih (jx) == a ik (ji) + a ik (//), o ik (ß) = £ A a n , 
und für 11 51 II -1 entsprechend 

(348) af h (/li) = d& (ju) + af k (/*), of k (ju) = % Ä ofa , 



wobei A = A gesetzt ist. 
j li 

Wir nehmen nun auf den Satz von S. 163 Bezug: wir können die 
unitäre Matrix 11 unabhängig von ju derart wählen, daß die Zerlegung 
(269) der Spektralmatrix ||c?a(^)|| von 11 51 II -1 folgendermaßen be- 
schaffen ist: In der Zerlegung 

(348)' || cf k 00 1| = || S& {p) || + || 2 M% || 

sind die Matrizen 1 1 (^) 1 1 , ||zla^||, ... paarweise getrennt 

für alle ju und es ist /f o* k = d ik , wobei yffl entweder =0 oder 

= 1 ist. Bezeichnet daher ||2?^(2)|| die Resolvente von 11 51 II -1 — 
eine Verwechslung mit der begleitenden Matrix || iv! ife (/) |j* der Resol- 
vente von 51 ist wohl nicht zu befürchten — , so ist wegen (293) 



(359) II 11= II + y 



I X / 



X-l, 
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wobei die Matrizen rechterhand für alle X paarweise getrennt sind und 



(360) 



gesetzt ist; vgl. nämlich S. 175. Aus (305) folgt mit v = 1 ebenso 



U 9t IT 1 = || / fjL do& (//•) || + J || y? l } d ik \\, 

— oo j=t 



(361) 

und mit v = 0 wegen U 21° IT 1 = U © IT 1 = © 
(362) 



* = \\Säa&m + 2\\r?**\\> 

— oo 7 = 1 

wobei die Matrizen rechterhand sowohl in (36l) als auch in (362) 
paarweise getrennt sind. Mit Rücksicht auf das Getrenntsein ist ||2^jfc(Ä)|j 
offenbar die Resolvente der Matrix 



(363) 



und ebenso ist 



X-Xj 



\äik\\ = \\Spdo&(j*)\\, 

— 00 

die Resolvente der Diagonalmatrix \\y& d ih L \ \; 



entsprechendes gilt auch für die Summe £ usf. Dies alles ist so zu 

verstehen, daß man vorher die von der Trennung herrührenden Zeilen 
und Kolonnen, die mit lauter Nullen besetzt sind, jeweils einfach streicht, 
bzw. annimmt, daß es überhaupt ein Streckenspektrum gibt. Dem Ge- 
trenntsein zufolge setzen sich ferner alle zu U 21 II -1 gehörigen Eigen- 
lösungen aus Eigenlösungen zusammen, welche von denjenigen Glei- 
chungssystemen herrühren, die zu den einzelnen Matrizen 



(364) 



|5Ä||. IIjWJI. WrtK^ 



gehören. Alle diese Matrizen sind, wie etwa aus der Monotonie von 
® (|| 0 ik{, a ) ||) entnommen werden kann, beschränkt und Hermitesch. 

§ 92. Nichtexistenz normierter Lösungen in dem 
Streckenspektrum. 

Nehmen wir zunächst an, daß es ein Streckenspektrum gibt. Dann 
ist || 5$ || nicht die Nullmatrix. Denn sonst wäre U 21 IT" 1 wegen (36l) 
eine Diagonalmatrix, also wäre die Spektralmatrix von 11 21 VT 1 , wie aus 
ihrer Definition mittels der Abschnittsspektralmatrizen hervorgeht, eine 
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Matrix reiner Sprungfunktionen, es würde also jedes (ju) = 0 sein, 
im Widerspruch mit der Voraussetzung. Damit ist zugleich gezeigt, daß 
|| a ik || durch kein II auf die Diagonalform gebracht werden kann, wenn 
es ein Streckenspektrum gibt. Gibt es umgekehrt kein Streckenspek- 
trum, so ist jedes a^(^) = 0, da o iJc (iA) aus lauter Sprüngen besteht. 
Also muß dann ||5^|| wegen (363) die Nullmatrix sein, so daß ||ß ifc || 
mit Rücksicht auf (361) auf die Diagonalform gebracht werden kann. 

Wir beweisen, daß vom Streckenspektrum keine quadratisch kon- 
vergente Eigenlösung herrühren kann. Ist ein Streckenspektrum vor- 
handen, so ist die Resolvente, also || 5^(^)11 die Spektral- 
matrix von || äße ||. Hierbei (und fortan immer) ist wieder angenommen, 
daß die Trennungszeilen und -spalten bereits gestrichen sind, d. h. daß 
das Schema || (i, k) || „kontrahiert" worden ist. Da die 5$(^) durchweg 
stetig sind, so gilt wegen (313) die Vollständigkeitsrelation 

+ oo + cc +oo 

(365) || JV (ß) d5i% (ja) II || Jxp (ii) do,? k (ja) II Hl JV (» V M d °ä G") I U 

sobald nur cp (ia) und ip (ja) beschränkt und etwa abteilungsweise stetig 
sind; vgl. S. 192. Freilich brauchen cp und ip nur auf einem hinreichend 
großen Intervall beschränkt zu sein. Denn außerhalb eines solchen ist 
jedes Oi%(/u) konstant. — Es sei X eine beliebige reelle Zahl. Es ist 

+ oo 

(366) \\Xd ik - =\\J(X-p) dötic(ß) ||, 

— cc 

da wegen (305) 

+ oo 

(367) ||«Äir=ll JV*öÄ0*)||; v = 0,l,... 

— oo 

gilt. Setzt man in (365) cp (ja) = ip (ja) = X — pt, so folgt für das Quadrat 
der Matrix (366) die Darstellung 

+ cc . 

(368) \\Ä ik \\ = \\J{i-/*fdo&(fii)\\. 

— oo 

Es sei t) = (fj ± , rj q , . . .) irgendeine quadratisch konvergente Lösung der zu 
der Matrix (366) gehörigen homogenen Gleichungen. Dann genügt rj auch 
den zu (368) gehörigen homogenen Gleichungen. Denn aus 33 rj = o 

folgt 33 (33 t)) = 33 o, d. h. 33 2 \) = o. Man hat also 2JA ik f] k = 0, mithin 

k=l * 

auch ^i(2A ik Yj k ) = 0. Da ||i4 <fc ||, als Quadrat einer beschränkten 

i=l k=l 

Matrix, beschränkt, und {yj.} nach Voraussetzung quadratisch konvergent 
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ist, so kann man hierfür nach (215), S. 125 auch 2j J^^ikVi 7 h = ^ 

i~l k = i 

schreiben. Setzt man hierin die Darstellung (368) ein, so folgt 

Die Vertauschbarkeit der Grenzübergänge rechtfertigt sich dabei wörtlich 
so wie schon so oft. Nun ist aber die hinter dem ^-Zeichen stehende 
Funktion, als Kopplungsform einer Spektralmatrix, bei festen rj eine 
nicht abnehmende Funktion von /u. Wegen (X — fj) ^ 0 muß also 
auch 

-oo i = l Jc = l 

gelten, und hier darf man, aus denselben Gründen wie vorher, die 
Grenzübergänge vertauschen : 

i=l k=l — oo 

Die Matrix dieser Form ist aber wegen (367) gleich || a ik ||°= || d ik |j, 
so daß ^ x x 

i=l Jc=i i=l 

gilt. Mithin ist jedes rj i = 0 ) d.h. ist ein Nullvektor, w. z.b.w.: von 
der in (361) rechterhand stehenden ersten Matrix (363) rührt — im 
Sinne der bei (364) gemachten Bemerkung — keine quadratisch kon- 
vergente Eigenlösung für X (£ — oder X (S — U $ II -1 her. Die kursiv 
gesetzte Einschränkung ist, wie wir sehen werden, sehr wesentlich. 

§ 93. Gewicht und Vielfachheit der Eigenwerte. 

Wir haben uns noch mit den unter (348) stehenden getrennten 
Sprungmatrizen || Aoi% || = || y& d i1c ||; ; = 1, 2, . . . zu beschäftigen. Alle 

Xj sind hierbei, wie erwähnt, voneinander verschieden. Die Anzahl der 
Einer in der Folge der Zahlen yti), j/tf), ... (die ja entweder =0 
oder = 1 sind) wollen wir Gewicht von X- nennen und vorübergehend 
mit N(X ) bezeichnen. N(Xj) ist also die Anzahl der X. in der Diagonale 
der Diagonalmatrix || yf^d i1e X- 1| , die darüber hinaus höchstens nur 
Nullen enthalten kann. Es ist gewiß, daß N(X t ) =^= 0, d.h.. ^ 1 ist. 
Denn sonst wäre jedes Ao^; i,k=l,2... gleich Null, d.h. jedes 

°th (h) wäre für ja = X stetig, im Widerspruch damit, daß A. dem 
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Punktspektrum angehört. Hingegen kann N (^) = + oo sein (ohne daß 
dabei notwendig jedes yjp = 1 wäre). Der Hilberts che Satz auf S. 194 
wird also bewiesen sein, wenn wir zeigen, daß das Gewicht mit der 
Vielfachheit identisch (also insbesondere unitär invariant) ist, N(X^ = v [X^). 
Zu diesem Zwecke betrachten wir zunächst eine Stelle des Punkt- 
spektrums, oder, wie wir jetzt schon sagen wollen, einen Eigenwert, 
etwa Xj o . — Es sei X irgendeine Zahl. Um die zu X (£ — 21 gehörigen 
quadratisch konvergenten Eigenlösungen aufzufinden, haben wir noch, 
da in (36l) die Matrix || 3*1 || bereits erledigt ist, wie erwähnt, die von- 
einander getrennten unendlichen Gleichungssysteme 

1(* da ~ 7l j) S ik ij) xjp = 0 , i, / = 1, 2, . . . , 

d. h. 

(X-y^X 1 )x^ = 0 ) t = l,2, 

{X-yf X^xf = 0, i = l,2, 
(369) 

(i-jf^af =0, 1 = 1,2, 



zu betrachten. — Es sei / 0 irgendwie gewählt. Ist j =j= / 0 und 4= 0, so 
kann der Faktor (Xj o — y® Xj) nicht für alle & verschwinden. Denn min- 
destens eine der Zahlen y&, yjp, ... ist wegen 2V(A-) = 1 gleich Eins, und 
andererseits folgt aus n ni, wie bereits mehrfach betont wurde, X n 
(nach Definition). Mithin kann für 2 = das y-te Gleichungssystem in 

(369) nur durch die Werte %(i)=0, i=l } 2, befriedigt werden, 
wenn j =j= ; 0 ist. Folglich sind für X = alle Eigenlösungen des ge- 
samten Gleichungssystems (369) unter den Eigenlösungen des einzigen 
(; 0 -ten) Systems 

(370) ^-yißo)X j ^x i = 0 ) i = l,2,...; X = X jo , 

zu suchen. Man kann hierfür, da Xj 0 4= 0 angenommen ist, auch 

(371) (l-,fo>)*.= 0, i=i, 2) ... 

schreiben. Die Anzahl der linear unabhängigen quadratisch konver- 
genten Eigenlösungen dieses Gleichungssystems ist aber gleich der 
Anzahl derjenigen i, für welche 1 — y^) = 0 ist. Denn ist z. B. yVo) = l, 
so kann man (371) durch x ± =l, x % = 0, % 3 = 0, ... befriedigen; ist 
aber yü<>) = 0, so kann (371) gewiß nur dadurch befriedigt werden, 
daß man x x = 0 annimmt, usf. (vgl. S. 27). Nun ist aber die Anzahl 
derjenigen i, für welche 1 — ytf<>) = 0 ist, nach Definition gleich dem 
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Gewichte 2V(^- o ) von kj 0 , das sich daher als mit der Vielfachheit v (^ o ) 
identisch erweist. — Es war bisher lj o 4= 0 angenommen, um so aus 
(370), d.h. aus ^- o (l — 7^)^ = 0, auf (371) schließen zu können. Ist 
X jo = Q ) so ist freilich (370) identisch erfüllt. Es liegt aber — schon 
mit Rücksicht auf die Trennungsnullen — in der Natur der Sache, daß 
die Vielfachheit jetzt nicht durch die Lösungen von (370) festgelegt wird, 
sondern daß auch jetzt N (kj 0 ) = v (Aj 0 ) gesetzt wird. Der auf S. 194 
ausgesprochene Hilbertsche Satz ist jedoch auch ohne diese Festsetzung 
bewiesen, da v (^-J = N^ o ) ^ 1, lj o 4= 0, und, wenn die Festsetzung 
i?(0) = iV(0)^l nicht getroffen wird, v (0) = + 00 gilt. 

§ 94. Die Hellingersche Hauptachsentheorie des Strecken- 
spektrums. 

Von dem streckenspektralen Bestandteil, ||2<i||, wissen wir bisher 
noch sehr wenig. Wir wissen, daß er [z. B. wegen (367)] die Spektral- 
matrix 1 1 o* k 1 1 besitzt, und daß er nicht auf die Diagonalform gebracht 
werden kann. Doch besitzt er noch keine Normalform. Denn hat 
II a ik II kein Punktspektrum, so wird 11 1| a ilc || U _1 offenbar bei jedem IX, 
also bereits für U = (£, dieselben Eigenschaften wie ||ä.j*|| haben. So 
müssen wir jetzt nach Hellinger zur Analyse von||ä^||, oder, was das- 
selbe ist, derjenigen beschränkten Hermiteschen Matrizen übergehen, die 
kein Punktspektrum haben. — Wir bemerken vorerst, daß in (361) alles, 
was auf die Hauptdiagonale transformiert werden kann, bereits dorthin 
gebracht ist. D. h., es ist nicht möglich, eine unitäre Matrix 28 zu 
finden derart, daß 28 || ßil || 28 _1 in zwei getrennte Summanden zerfällt, 
von welchen der eine eine Diagonalmatrix wäre. Es gibt also kein 28 
derart, daß die Kopplungsform von 28 || a* k || 23 _1 in der Gestalt 

i=2 k=2 

erscheint, indem b u = b xi = 0; i = 2, 3, . . . gilt (es sei freilich dabei 
b lt =(= 0 angenommen). Sonst würde nämlich, wie man z. B. durch 
Abschnittsbildung und Grenzübergang (n— > -f- 00) leicht ausrechnet, 
das (1, l)-te Element der Spektralmatrix der Matrix \\b i1e \\ im Punkte 
/u=b 11 den Sprung Eins erleiden, während doch || b ik \\ = SS || a* k \\ 28 -1 
kein Punktspektrum haben darf, da ||5^|| kein solches hat. — Die 
in § 91 betrachtete unitäre Transformation kann also für die Matrizen 
ohne Punktspektrum wirklich gar nichts leisten. 
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Nun wissen wir aber (vgl. S. 165 ff.), daß es von ju unabhängige uni- 
täre Transformationen SS gibt derart, daß 

m fj, 

(372) gB II 3j%(u) II «T 1 = P r/1) ( ß ff W I + 11 P Tj2) & ^ W 

— 00 — 00 

gilt, wobei die Matrizen rechterhand paarweise getrennt sind und 
die x und die q passend zu wählende, den Hellingerschen Bedingungen 
erster Art (S. 108) genügende stetige Funktionen bedeuten; Q-(ju) 
ist ^> 0, nicht abnehmend und außerhalb des Streckenspektrums gewiß 
konstant. Es kann jedoch z. B. g t (ju) auch auf einer Teilmenge des 
Streckenspektrums konstant sein. Die Zerlegung (372) ist nicht eindeutig 
bestimmt. Man kann nämlich zunächst jede der rechterhand stehenden 
Matrizen nach den Schlußweisen von § 76 immer weiter in Matrizen 
von derselben Struktur aufspalten. Doch ist dies nicht die einzige 
wesentliche Quelle der Möglichkeit von verschiedenen Zerlegungen (372). 
Es können nämlich „Bestandteile", die bei einer Zerlegung auf ver- 
schiedene Summanden verteilt sind, bei einer auf eine andere Weise, 
d. h. mit einem anderen SS angefangenen Zerlegung u. U. nie voneinander 
getrennt werden, wie weit man dabei auch die Weiterteilung treibt. 
Doch müssen wir uns hier wieder kurz fassen und uns auf die Wieder- 
gabe der Ergebnisse der Dissertation von Hellinger beschränken. 

Wir wissen, daß die Matrix (372) die Spektralmatrix von SS || 2& || SS -1 
ist. Es folgt daraus wegen (305), wobei v = 1 zu setzen ist, 

(373) SS || S£ || SS" 1 = || Yfi iffi (ji) Ii + || Y/i diSS (A) II + • • •> 



mit 



(374) f#G«)= J 



dri» dl") 



de"* 9 

— oo 

und zwar ist wieder || die Spektralmatrix der /-ten Matrix in (373) 
rechterhand, die von der Z-ten getrennt ist, wenn l =j= /. Die Kopplungs- 
form der /-ten Matrix in (373) rechterhand ist [vgl. (324)] 



+ 00 
(2 



(375) 



Ii 



i=l 



Die Kopplungsform von SS || a* k \\ SS" 1 ergibt sich durch Summation dieser 
getrennten Formen in bezug auf /. Die Bestandteile (373) rechterhand 
sind nun schon Normalbestandteile — eine weitergehende Lösung läßt 
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ein streckenspektrales „Hauptachsen "-Problem überhaupt nicht zu. So 
muß (373) als das einzig mögliche Analogon des Satzes betrachtet werden, 
daß die Kopplungsform einer endlichen Hermiteschen Matrix (oder 
einer Hermiteschen Matrix ohne Streckenspektrum) mittels einer unitären 
Transformation auf die Diagonalgestalt /u ± | | " + ju 2 | # (2) | " -f- 
gebracht werden kann. Dies gilt, auch wenn die endliche Matrix all- 
gemeiner normal ist, nur brauchen dann die fi. nicht notwendig reell zu 
sein. Es scheint, daß auch die Hellingersche Zerlegung (372), (373) sinn- 
gemäß auf normale nicht Hermitesche unendliche Matrizen verallgemeinert 
werden kann, nur müßte man, entsprechend dem Umstände, daß das 
Spektrum nicht mehr eindimensional zu sein braucht, die Hellingersche 
Integrationstheorie und die Stiel tjessche Darstellungsformel auf zweifache 
Integrale übertragen, was mehr auf technische als auf grundsätzliche 
Schwierigkeiten stoßen dürfte. Die Methoden der Hellingerschen Ha- 
bilitationsschrift, welche die Betrachtung der Abschnitte vermeiden und 
die unendliche Matrix direkt angreifen, wären dabei nicht nur in Hin- 
blick auf die technischen Schwierigkeiten, sondern auch deshalb vor- 
zuziehen, weil eine unendliche Matrix normal sein kann, ohne daß 
ihre Abschnitte es sind. Ein unmittelbares, explizites Analogon zu 
der Stielt j esschen Umkehr formet ist freilich nicht möglich, da, im 
Gegensatz zu den Hermiteschen Spektren, das Spektrum einen zwei- 
dimensionalen Bereich voll ausfüllen kann, so daß von den regulären 
Stellen aus möglicherweise nur der Rand des Spektrums erreichbar 
ist (es handelt sich jedoch um analytische Funktionen). Eine Klärung 
der Verhältnisse wäre auch für gewisse Probleme der Potentialtheorie 
von Wichtigkeit. Vgl. übrigens die auf S. 119 erwähnten Untersuchungen 
von J. Radon. 



§ 95. Exkurs. Bemerkungen über beliebige beschränkte 

Matrizen. 

Die Schursche Kanonisierung dürfte bei sinngemäßer Fragestellung 
auf beliebige beschränkte Matrizen übertragen werden können, wobei 
freilich das, was „unterhalb der Diagonale" steht, der Natur der Sache 
nach ebenso willkürlich bleiben muß, wie in der endlichen „Volter- 
raschen" Matrix 



0 


0 


0 




0 


0 


C 31 


C 32 


0 



0 0 



c , 0 

n n — 1 



+ 0, 



204 V. Kap. § 96. Das streckenspektrale unitäre Äquivalenzproblem. 

deren sämtliche Eigenwerte verschwinden. Vgl. hierzu die Konstanten- 
abzählung auf S. 21. Das, was unterhalb der Diagonale steht, hängt 
mit den Eigenlösungen auch bei den endlichen Matrizen nur auf eine 
lose und für das unitäre Äquivalenzproblem unmittelbar kaum brauch- 
bare Weise zusammen (das Eigenwertsystem ist, wie auf S. 25 be- 
sonders hervorgehoben worden ist, nur bei normalen Matrizen das 
vollständige Invariantensystem, enthält also nur bei diesen Matrizen 
die Lösung des Äquivalenzproblems). — Ein Unterschied gegenüber 
den endlichen Matrizen besteht darin, daß, wie E. Schmidt und 
O. Toeplitz gezeigt haben 1 ), beschränkte Matrizen $ existieren 
derart, daß die zu X (S — 51 gehörigen homogenen Gleichungen bei 
keinem X irgendwelche (nicht notwendig normierte) „Eigenlösung" zu- 
lassen (im Hermiteschen Falle ist dies nicht möglich; denn gibt es 
kein Punktspektrum, so gibt es gewiß ein Streckenspektrum und zu 
diesem gehören Hellingersche Differentiallösungen; vgl. § 97). Doch 
scheint dieser Unterschied von sekundärer Bedeutung zu sein. Denn in 
§63 habe ich bewiesen, daß jede beschränkte Matrix mindestens eine 
„singuläre" Stelle hat, und in diesem singulären Charakter ist wohl 
das sinngemäße Analogon zu der Existenz von Eigenwerten bei end- 
lichen Matrizen zu erblicken [indem die Richtigkeit oder die Unrichtig- 
keit des Alternativsatzes (betreffend die Lösbarkeit entweder des 
homogenen oder des inhomogenen Systems) als eine Frage für sich auf- 
zufassen ist]. Der Existenzbeweis von mindestens einer singulären Stelle 
ist ja dem geläufigen funktionentheoretischen Beweis des Fundamental- 
satzes der Algebra (angewandt auf die Säkulargleichung) unmittelbar 
nachgebildet. Dieser Standpunkt trägt also weiter als der lösungs- 
theoretische. Für die Lösung des unitären Äquivalenzproblems be- 
liebiger beschränkter Matrizen bedeutet freilich das Schmidt-Toeplitzsche 
Phänomen ein wesentliches Hindernis. Denn die Übereinstimmung 
der Spektra ist nur eine notwendige Bedingung für die unitäre Äqui- 
valenz : um also auch hinreichende Bedingungen zu erhalten, muß man 
die Art der Singularitäten der Matrix des näheren beschreiben, und 
dies ist nach Schmidt und Toeplitz lösungstheoretisch offenbar un- 
möglich. 

§ 96. Das streckenspektrale unitäre Äquivalenzproblem. 

Wir kehren nunmehr zurück zu den beschränkten Hermiteschen 
Matrizen ohne Punktspektrum. Die Übereinstimmung der Spektren 



x ) Durch Angabe von Beispielen. Die fraglichen Matrizen sind übrigens 
nicht normal. 
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zweier solcher Matrizen ||&<*|| i st > w i e w i r wissen, gewiß not- 

wendig für die unitäre Äquivalenz (S. 163). Doch ist diese Bedingung 
noch nicht hinreichend, ebenso, wie zwei endliche Hermitesche Matrizen 
noch nicht unitär äquivalent zu sein brauchen, wenn nur ihre Eigenwerte 
übereinstimmen, ohne daß dies von den beziehentlichen Vielfachheiten 
bekannt wäre. Daß die Lösung des Problems, ein notwendiges und 
zugleich hinreichendes Kriterium für die unitäre Äquivalenz von || a* k \\ y 
\\bik\\ zu finden, ziemlich schwer sein muß, wird bereits dadurch nahe- 
gelegt, daß die Hellingersche Zerlegung auf die mannigfachste Weise 
geschehen kann. Hellinger gelang es, das Problem in seiner Disser- 
tation dennoch zu erledigen. H. Hahn hat das Hellingersche Kriterium 
im Rahmen seiner auf S. 119 erwähnten Untersuchung neu hergeleitet 
und zugleich auf eine übersichtlichere Gestalt gebracht. Es ist leider 
wegen Raummangel ganz unmöglich, auf diese schwierigen Unter- 
suchungen hier des näheren einzugehen. 

Wir erwähnen noch, daß die Möglichkeit einer Zerlegung (373) 
nach Hellinger den folgenden Satz in sich schließt: Jede Hermitesche 
beschränkte Matrix ohne Punktspektrum kann unitär in die Summe 
von getrennten Fourierschen beschränkten Matrizen ohne Punktspektrum 
übergeführt werden. Mithin ist mittels unitärer Substitutionen eine 
Zerlegung auch in die Summe von getrennten Jacobischen Matrizen 
möglich. Dieses Ergebnis ist von Toeplitz direkt, d. h. nicht auf dem 
Umwege über die Spektrumstheorie, sondern durch (eigentliche) Jacobi- 
sche Transformationen hergeleitet worden. — Offenbar kann daher jede 
beschränkte Hermitesche Matrix unitär in eine finite Matrix trans- 
formiert werden. Denn die Jacobischen Matrizen sind finit, also ist es 
auch die Summe von getrennten Jacobischen Matrizen, während der 
eventuelle punktspektrale Bestandteil getrennt in eine Diagonalmatrix 
übergeführt werden kann, so daß zum Schluß jede Zeile, also auch 
jede Spalte höchstens drei von Null verschiedene Elemente hat, womit 
sogar mehr als die Finitheit bewiesen ist. — Es gibt Jacobische 
Matrizen, die kein Streckenspektrum haben, sie sind jedoch bei Be- 
handlung „vernünftiger" Kettenbrüche nie vorgekommen; meistens gibt 
es sogar nur ein Streckenspektrum. 

§ 97. Differentiallösungen. 

Zum Schluß wollen wir die Hellingerschen „Differentiallösungen" 
betrachten. Man setze in (365) (p(ju) = ju, während yj(ju) auf die 

folgende Weise erklärt sein möge: Es ist %p (/ll) = — , wenn /u auf dem 
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Intervall cc ^ /u <L ß liegt, das den Nullpunkt nicht enthalten möge ; 
außerhalb von [a,ß] sei ip(ju) = 0. Dann geht (365) in 

ß ß 
(376) ||Zft|| f»W| =|Ui5&Gu)|| 

a 

über. Läßt man [cc,ß] auf den Punkt X zusammenschrumpfen, so 
bleibt, zunächst nur rein formal, 



I ä*jc I 



d. h. 



— I — — II dö i1c (A) || , 



(377) Xdhtk-U^d5r k (X) = 0 ) 
so daß 

(378) J(A^-2fi)fy = 0 

formal durch ^ = da*} (2), aber auch durch ^ = dor*2 W> ■ ■ • befriedigt 
wird. Gehört nun 2 dem Streckenspektrum an, so ist in der Umgebung 
des Punktes X nicht jedes Oijc(ju) konstant (und umgekehrt). Für die 
zu X (£ — % gehörigen homogenen Gleichungen rühren demnach auch 
von dem Streckenspektrum „Eigenlösungen" her, nur sind sie eben 
„DirTerentiallösungen". Diese zunächst nicht eben überzeugend er- 
scheinende Betrachtung besitzt einen sehr konkreten und für die An- 
wendungen (sobald es sich nur um „Wellen" irgendwelcher Art han- 
delt) höchst wichtigen Inhalt. Man hat nämlich (zunächst ebenfalls 
nur formal, da die Funktionen 5* k vielleicht nicht einmal differentiier- 

bar sind) = da*! (X) = ^jj^ dX, Kürzt man also in (377) mit 

dX, so bleibt 

(379) j^'-^)-^=0, .... 

Auch jetzt darf man, auch wenn die Funktionen stetig differentiierbar 
sind, noch nicht aufatmen. Denn es ist nicht ausgemacht, daß die 
Reihen linkerhand konvergent oder sonst irgendwie sinnvoll sind, und 
auch wenn dies zutreffen sollte, müßte die Gleichung noch immer erst 
bewiesen werden. Es handelt sich also um eine heuristische Schlußweise, 
die jedoch sinngemäß genug ist, um meistens zu einem richtigen 
Endergebnis zu führen. In der Tat kann man leicht die Anwendungen 
umfassende Bedingungen angeben, unter welchen diese Betrachtung 
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gewiß legal ist. Es steht freilich von vornherein fest, daß keine der 
Eigenlösungen f. = - , f. = a **^ - , . . . quadratisch konvergent ist 

— doch kommen für die meisten Wellenprobleme bereits von vorn- 
herein nur diese „langsam abklingenden" Lösungen in Betracht. — 
Beachtet man noch, daß jede beschränkte Hermitesche Matrix, wie 
wir vorher gesehen haben, in eine finite übergeführt werden kann, so 
erkennt man den Zusammenhang mit der auf S. 139 erwähnten Toeplitz- 
schen Untersuchung. Übrigens können Differentiallösungen und quadra- 
tisch konvergente Eigenlösungen überlagert auftreten, wenn nämlich 
l sowohl dem Punktspektrum als auch dem Streckenspektrum ange- 
hört. — Was endlich diejenigen (eventuellen) Punkte X des Spektrums 
anlangt, die möglicherweise Häufungsstellen des Punktspektrums sind, 
ohne zugleich dem Punkt- oder Streckenspektrum anzugehören, so ergibt 
sich für solche X nicht einmal eine Differentiallösung. Diese sich an 
den Hilbertschen Satz (S. 194) anschließende restlose lösungstheoretische 
Charakterisierung der Spektrumsbestandteile verdankt man ebenfalls 
Hellinger. 

Bei gewissen quadratisch konvergenten rechten Seiten können auch 
die zu X (S — % gehörigen inhomogenen Gleichungen, auch wenn X in dem 
Streckenspektrum liegt, eine vernünftige, gewissermaßen den Hellinger- 
schen Differentiallösungen entsprechende Lösung haben [trotzdem, wie 
wir wissen (§62), keine beschränkte Reziproke zu A@ — 21 existiert]. 
Vgl. nämlich die auf S. 100 gemachte Bemerkung über die Cauchyschen 
Hauptwerte der Resolventenintegrale. 

Es versteht sich von selbst, daß x i = do it (X); x. = do i2 (/), . . . auch 
dann Lösungen der zu X (£ — 21 gehörigen homogenen Gleichungen 
darstellen, wenn X ein Eigenwert und sonst nichts ist. Denn die 
do ih (/) = ^°ik smc * die Residuen der R ik (X), ebenso wie bei den 
endlichen Matrizen. 



§ 98. Das trigonometrische Momentenproblem. 

Eine heuristische Methode, welche die Theorie der beschränkten 
Hermiteschen Matrizen § auf weitere normale Matrizen zu übertragen 
gestattet, wird durch das Korrespondenzprinzip (S. 181) geliefert: Man 
betrachte die Matrizen F(§), wobei F(/u) irgendeine, für — oo < ju < -f- oo 
erklärte, etwa stetige Funktion bezeichnet. Da sie nicht reellwertig zu 
sein braucht, so kann das durch F entworfene Bild der Klasse der 
Hermiteschen Matrizen § auch nicht Hermitesche Matrizen enthalten. 
Der Ansatz hat jedoch eine wesentliche Lücke, da er von vornherein 
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keine Methode zur Beantwortung der Frage liefert, wann eine vorge- 
legte Matrix bei gegebenem F in der Form F(§) dargestellt werden 
kann. Bei gewissen F läßt sich freilich das „Umkehrproblem" ohne 
Schwierigkeit erledigen. Ich will dies, unter Zugrundelegung einer 
Untersuchung von G. Herglotz über das trigonometrische Momenten- 
problem, im Falle der speziellen konformen Abbildung F = e^ ~ x durch- 
führen. Es ergibt sich so eine der Hilbert-Hellingerschen parallel- 
laufende, völlig geschlossene Spektral- bzw. Transformationstheorie aller 
unitären Matrizen, so daß der vollständige analytische Apparat einer 
Darstellungstheorie mit beschränkten Matrizen vorliegt. — Das Ab- 
schnittsprinzip dürfte hierbei schwerlich auf eine direkte Weise zum 
Ziele führen, da die Abschnitte einer unitären Matrix im allgemeinen 
nicht unitär sind. Jetzt ist also die Heranziehung eines Momenten- 
problems viel wesentlicher, als bei den Hermiteschen Matrizen (vgl. 
S. 183). — Bei allgemeinen konformen Abbildungen F = F(jli) steht 
hierbei ein Satz von F. Riesz zur Verfügung. 

Bei dem trigonometrischen Momentenproblem wird nach einer zwi- 
schen 0 und 2 n erklärten, reellwertigen, monoton nicht abnehmenden 
Funktion o = o(cp) gefragt, welche die Bedingungsgleichungen 

2 71 



(380) 




n = 0, ± 1, ±2, ... 



o 

befriedigt, wobei zur Abkürzung e (x) = e x ^~ x gesetzt ist und {# n } eine 
gegebene Zahlenfolge bedeutet, die wegen e(ncp) = e( — nop) die Be- 
dingung a n = ä_ n erfüllen muß (so daß es genügt, die zu n ^ 0 ge- 
hörigen Gleichungen (380) zu befriedigen). Ist o gegeben, so bezeichnet 
man die a n als die (äquidistanten) trigonometrischen Momente von o. 
Bei stetig differentiierbarem o sind, bis auf den Faktor /— ~1, die 
Momente einfach die auf Laurentsche Weise geschriebenen Fourier- 
koeffizienten der Ableitung tf'(^O). 

Das trigonometrische Momentenproblem ist nicht stets lösbar. Das 
Kriterium der Lösbarkeit ist, wie Herglotz a. a. O. auf eine direkte 
Weise gezeigt hat, äquivalent mit dem Kriterium des Caratheodory- 
Toeplitzschen Problems der Theorie der Potenzreihen mit positivem 
Realteil im Einheitskreis. Dieses Kriterium kann bekanntlich auf die 
verschiedensten Weisen formuliert werden. Von Caratheodory ist es in 
geometrischer Gestalt entdeckt worden. In der rechnerischen Sprache 
der sogenannten Toeplitzschen Matrizen besteht das Kriterium darin, 
daß die (wegen a n = ä_ n gewiß Hermitesche) Form 

m m _ 

(381) z 

p=0 g=0 
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nur nichtnegativer Werte fähig ist, wie groß dabei auch m sein mag. 
M. a. W., die unendliche Matrix 



(382) || «(,_!,_(,_„ || = 



( CC n= a -n) 



muß nichtnegativ deflnit sein (wir haben dabei nicht einfach || a ^ || 
schreiben wollen, da die Zeiger nicht von 1, sondern von 0 an bis -f- oo 
laufen). Dies ist also die notwendige und hinreichende Bedingung für 
die Lösbarkeit des trigonometrischen Momentenproblems (380). 

Da es sich um Stieltjessche Integrationen handelt, können wir an- 
nehmen, daß die Lösung o{cp) in jedem inneren Punkte des Integrations- 
bereiches, also für 0<99<2jt, von links stetig ist. In den End- 
punkten ist eine derartige Normierung, wie wir wissen, im allgemeinen 
unzulässig. Jetzt können wir jedoch annehmen, daß o auch in dem 
Punkte cp = 2 tz von links stetig ist. Denn die e (n cp) sind nach 2 n 
periodisch, so daß es genügt, wenn wir für den Sprung o (-)- 0) — a (^)( ^ 0) 
freie Verfügung haben. Die für die Stieltjessche Integration belanglose 
additive Konstante wollen wir durch die Annahme o (0) = 0 festlegen. 
Unter Lösungen schlechthin verstehen wir nur Lösungen, welche diesen 
stets erfüllbaren normierenden Bedingungen genügen. Es ist leicht 
einzusehen, daß es nur eine (derart normierte) Lösung geben kann. 
M. a. W., es gibt entweder genau eine oder gar keine Lösung, je nach- 
dem die Matrix (382) nichtnegativ deflnit ist oder nicht. Es seien 
nämlich a , a 2 zwei Lösungen von (380), die nicht abnehmend, für 
0 < cp ^ 2 n von links stetig und für cp = 0 gleich Null sind. Setzt 
man n = 0, so folgt, daß die Totalschwankung sowohl bei o 1 als auch 
bei o 2 gleich 2tzcc 0 ist. Die Totalschwankung ist aber diesmal mit 
dem zu cp = 2n gehörigen Funktionswert identisch. Setzt man daher 
rj (cp) = o 2 {<p) — o x {cp), so ist rj (0) = rj (2 n) = 0 . Da nach Voraus- 
setzung 

Je (n(p) dr] ((p) = 0, n = 0, ± 1, . . . 
o . 

gilt, so folgt daraus nach einer partiellen Integration (S. 87), daß 

2 TT 

j 7] (<p) e (n (p) d <p = 0 



Wintner, Spektraltheorie. 
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ist für w=f 0. Dies gilt aber wegen e(0-cp) = l auch für n = 0, so 
daß r\ (<p) eine von links stetige, nach 2 n periodische Funktion ist, deren 
alle Fourierkoefiizienten verschwinden. Nach dem Eindeutigkeitssatz 
der Fourierreihen folgt daraus y = 0, d. h. o 1 = a 2 , w. z. b. w. 



§ 99. Anwendung auf ciie unitären Matrizen. 

Es seien gegeben eine unitäre Matrix 11 und ein Punkt j = (x x , x 2 , ...) 
auf E. Wir behaupten, daß das trigonometrische Momentenproblem 
(380) lösbar ist, wenn a n den Wert der Kopplungsform von U n im 
Punkte £ bezeichnet, 

(383) a n = <P(U n ;z); n = 0, ± 1, ± 2, . . . 

(die nicht abnehmende Lösung o = o (99) hängt dabei außer von 11 
auch noch von £ ab, so daß 

(384) o = o(cp; x v # 2 , . . .) 
ist). Zunächst gilt nämlich wegen 11* = II -1 



#(U;e) = E Eu ik x i x li = E J 

(385) 



30 OO 



= 2 2 Via * 4 H = * (u*; e) - * (IT 1 ; s), 

i=l k=l 



also, da zugleich mit 11 auch 11 "unitär ist, allgemeiner <Z>(ll 1i ; j) = <T>(11 n ; j), 
so daß durch die Folge (383) die Bedingung a n = ä_ n gewiß erfüllt 

m 

wird. Ferner ist jetzt, wenn §ß = ES U P gesetzt wird, die Form (381) 

p=o v 

wegen VT q = U q gleich 

mm mm 

2 2%-JJ q = 2 24>(VL p - 1 iz)tJ q 

p = 0 q=0 p = 0 q=0 

mm mm 

= 2 2* (L I s U* IT 9 ; S ) = * ( [2 f , U p ] [ i;f 4 IT 4 ] ; E ) = * (« E ), 

23=0 g=0 2?=0 g=0 

sie hat also stets einen Wert, der von der Kopplungsform einer Norm 
(= $8 $8*) angenommen wird, ist also nach S. 132 gewiß ^> 0, so daß 
die Herglotzsche Bedingung erfüllt ist, w. z. b. w. 

Setzt man in der Lösung (384) außer x i und x h die übrigen x 
gleich Null, so entsteht eine Funktion, die wir mit o [x v x k ) bezeichnen 
wollen. Sie hängt auch von cp ab. Da es bei jedem j auf E oder 
auch bei jedem quadratisch konvergenten £ eine nicht abnehmende 
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Lösung g gibt, und da diese Lösung, wie wir auf S. 210 gesehen haben, 
eindeutig bestimmt ist, so muß o(x it x k ), wie der Leser selbst näher 
begründen möge, eine Hermitesche Form sein, 

Ebenso ist die Lösung (384) für den Vektor (x x , x 2 , ... X&, 0, 0, . . .), 
den wir mit % [N] bezeichnen wollen, gleich 

(386) °(9>;Syn) = J ß a i**t*» 

i=l k=l 

wobei die o ik mit Rücksicht auf die Eindeutigkeit der Lösung die vorige 
Bedeutung haben, also der Hermiteschen Bedingung o ik = 6 1ci genügende 
Funktionen von cp sind. Es ist dabei a n = <P (U w ; r^) zu setzen, so daß 

S.-r 

(38? ) e ( M 9>)^9>; W = *( u " ; W ; » = 0, ±1,..., 

0 

also wegen do^>0 insbesondere 

2 TZ 

( 388 ) o £ ± jdo (cp; %] ) = <P (U°; %] ) = J | x { 1 

o 1 

ist. Da g für 99 = 0 verschwindet und mit wachsendem 99 nicht ab- 
nimmt, so folgt hieraus wegen (386), daß auf E . 

(389) 0 ^ J lo ik (cp)x i x k £27t 

gilt, so daß die Matrix || 0 t - fc (99) ||, die wir, nachdem sie nötigenfalls 
linksseitig stetig gemacht worden ist, als die Spektralmatrix der unitären 
Matrix U bezeichnen wollen, beschränkt ist. In jedem festen Punkte 
von E ist 0 (|| ö i1c (99)|| ; eine nicht abnehmende, für 0<^99<^2;t 
erklärte Funktion, die für 99 = 0 verschwindet und für 99 = 2 n gleich 
2 7t ist [vgl. (380)]. — Nehmen wir in (387) bei festem n den Grenz- 
übergang N— ► + 00 vor > so konvergiert die rechte Seite nach (217) 
gegen <P(ll n ; y), da U n unitär, also beschränkt ist. Was die linke Seite 
von (387) betrifft, so ist es gestattet, den Grenzübergang N— ► -f- 00 
einfach unter dem Integralzeichen vorzunehmen. Denn die Bedingungen 
des Hellyschen Satzes über gliedweise Integration sind nach dem soeben 
Bewiesenen gewiß erfüllt. Nun gilt aber wegen (386) die Grenzgleichung 

14* 
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0 (.'Piiim)^^(\\ 0 iA<P)bz)> so daß also 

(390) ^j'(n<p)d*{\\o {t (<p)\\;t)= *(U n ; E ); « = 0,±1,... 

0 

ausfällt. Die Herleitung dieser Formel war unser Ziel; sie besagt, 
daß die Kopplungsform der Spektralmatrix von 11 identisch ist mit 
der Lösung (384) unseres Momentenproblems (380), (383). 
In der Matrizensprache lautet (390) wie folgt: 

2 TC 

(391) 1 ^fj e(n<p)dö a X<p)j = IT; n = 0, ± 1, 

o 

woraus ersichtlich ist (vgl. S. 183), warum wir das Momenten- 
problem (380), (383) gestellt haben (über die Frage, wie man eben auf 
dieses Momentenproblem geführt wird, gibt die Schlußbemerkung 
auf S. 217 Aufschluß). 

§ 100. Die Resolvente der unitären Matrizen. 

Da U unitär ist, so ist wegen (252) offenbar P (U) = 1, und daher, 
da auch U n unitär ist, P (U n ) = 1, n = 0, ± 1, . . so daß wegen (230) 
die Matrizenreihe 

und ebenso 

(393) -j^rtr"- 1 für |A|<1 

gewiß konvergiert. Sie stellen (vgl. S. 144) eine beschränkte Reziproke 
der beschränkten und normalen Matrix A (£ — 11 für | X \ > 1 bzw. 
| k \ < 1 dar, so daß alle singulären Stellen der unitären Matrizen auf 
dem Rande |A| = 1 des Einheitskreises liegen müssen. Mindestens 
eine singuläre Stelle gibt es dabei nach S. 145 gewiß (für U = © gibt 
es nur eine einzige). Aus (391) folgt offenbar (vgl. S. 179) 




o n=0 



JL f d °** 

2jz X-e 



e(<p) 
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so daß, wenn wieder (k (£ — U) -1 = || R ik (k) || gesetzt wird, 

0 

ausfällt. Dies gilt zunächst nur unter der Voraussetzung | k | > 1. Da 
die beiden Gebiete |A|>1, |A|<1 durch die geschlossene Kurve 
|A| = 1 getrennt werden, so wäre es denkbar, daß (394) für \k \ < 1 
nicht mehr gilt. Daß dem nicht so ist, folgt durch Einsetzen von (391) 
diesmal in (393). Folglich gilt (394) für k 4= 1 gewiß. 

Unter Spektrum von U wollen wir die Menge derjenigen Punkte 
der Kreislinie | k \ = 1 oder k = e(cp) verstehen, die Nichtkonstanzstellen 
von mindestens einem o ik (cp) oder von Häufungsstellen von solchen Nicht- 
konstanzstellen sind, so daß cp 0 dann und nur dann außerhalb des 
Spektrums liegt, wenn es ein e > 0 gibt derart, daß f ür cp 0 — e < cp < cp 0 + ß 
alle o ik (cp) konstant sind. Ist {cp { } eine beliebige reelle Zahlenfolge, 
also [e{cp^)) eine Punktfolge auf | k | = 1, so ist die Diagonalmatrix 
II e Wi) ^iic II offenbar unitär 1 ), und ihre singulären Stellen werden durch 
diese Punktfolge und ihre Häufungsstellen gebildet, so daß jede auf 
|^| = 1 gelegene abgeschlossene Punktmenge das Spektrum einer 
unitären Matrix bilden kann. Es kann also z. B. aus einem oder 
mehreren getrennten Bögen bestehen und auch die volle Kreislinie 
bedecken. Gibt es aber einen Punkt e (99J auf | k | = 1, der nicht 
dem Spektrum angehört, so ist k = e (cp Q ) eine matrizentheoretisch 
reguläre Stelle von \\, und (394) gilt auch für k = e(cp 0 ), trotzdem 
|^| = 1 ist. Man erkennt dies durch wortgetreue Wiederholung der 
auf S. 178 angewandten Schlußweise. Außerhalb des Spektrums ist 
also U gewiß regulär und es gilt dabei (394). Die durch die Formel (394) 
dargestellten Funktionen sind in jedem außerhalb des Spektrums ge- 
legenen Bereiche regulär. Wir werden sogleich beweisen, daß in einem 
Gebiete, das Punkte des Spektrums enthält, mindestens eine der durch 
(394) dargestellten Funktionen R i1c (k) singulär ist. Erst recht ist also 
jeder Punkt des Spektrums eine singuläre Stelle von U (singulär in dem 
auf S. 142 erklärten matrizentheoretischen Sinne; vgl. S. 152). Einer- 
seits ist also das Spektrum identisch mit der Gesamtheit der matrizen- 
theoretisch singulären Stellen. Andererseits ist eine Stelle dann und 
nur dann matrizentheoretisch singulär, wenn sie eine singuläre Stelle 
mindestens einer durch (394) dargestellten Funktion oder ein Häufungs- 



x ) Und hat nur ein Punktspektrum. Die Definitionen auf S. 177 sollen auch 
für unitäre Matrizen in Anspruch genommen werden. 
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punkt von solchen Stellen ist. Wir sprechen dabei, und zwar aus 
ähnlichen Gründen wie auf S. 99, nicht von der analytischen Funktion 
R ilc (fy, sondern von der durch (394) unmittelbar dargestellten Funktion. 

Der Beweis für die erwähnte Kennzeichnung der singulären Stellen 
eines Integrals 



(395) 



0 

wobei t (99) von beschränkter Schwankung ist, gestaltet sich wie folgt. 
Es liegt mit Rücksicht auf S. 96 nahe, die Differenz R (/) — R (A _1 ) 
zu bilden, da X -1 im Sinne der Abbildung durch reziproke Radien 
das Spiegelbild von A in bezug auf den Einheitskreis ist. Man findet, 
wenn etwa |A| < 1 angenommen und A = \ X\e(ß) gesetzt wird, 

1 1 A _1 — l 



X-e(cp) X 1 -e( ( p) XX X -(X + X ± )e(q?) + e(2(p) 

/ \ i-n , . l-ui 



Setzt man also 

(396) e (<p) = -Je(<p)di(<p), 

so folgt nach § 40 

2 7t 

(397; fl(A)~2?/T) = * f L^AL! (|A|+l). 

^ 7 w \X J 2*J i_2| A| cos(<p-0) + A 

Es sei nun (A) in jedem Punkte eines Bogens 0 O — e <6 <0 O -f- e ( >ö 0 ) 
der Kreislinie A = £ (6), wobei also | A | = 1 ist, regulär. Dann ist R (A) 
gewiß gleichmäßig stetig in einem Gebiete, das den Bogen ganz in 
seinem Innern enthält, also muß R (A) auf den beiden Seiten (|A| < 1 
bzw. | A | > 1) des Bogens stetig in die Werte übergehen, die R (A) 
auf dem Bogen hat. Konvergiert ferner der Punkt |A|ß* e gegen e ie , 
| A | — ► 1 — 0, so hat dabei sein Spiegelbild A~ 1 = |A]~ 1 ß ie dieselbe 
Grenzlage e ie , so daß auf dem Bogen gleichmäßig die Limesgleichung 
R (A) — R (Ä -1 ) — 0, | A | -> 1 — 0 gilt. Mit Rücksicht auf (397) folgt 
daraus nach neueren Untersuchungen über diese von F. Riesz ein- 
geführten Stieltjes-Poissonschen Integrale, daß die Belegung g((p) für 
6 0 — e < 0 < 0 O + e konstant ist. Eine partielle Integration in (396) 
ergibt alsdann, daß dabei auch r (cp) konstant sein muß, w. z. b. w. Sind 
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freilich die o ih (q?) der Spektralmatrix stetig diflerentiierbar, so ist die 
vorhin gegebene spektrale Charakterisierung der singulären Stellen 
von II eine unmittelbare Folgerung aus dem klassischen Ergebnis von 
H. A. Schwarz, das aus den Elementen der Theorie des logarithmischen 
Potentials bzw. der Fourierreihen bekannt ist. 



§ 101. Spektraltheorie der unitären Matrizen. 

Ist f(cp) eine für 0 <^ cp <J 2tz erklärte und etwa stetige Funktion, 
so wollen wir 

(398) 



setzen. Man überzeugt sich leicht (vgl. S. 182), daß diese Matrix be- 
schränkt ist. Es sei g(<p) eine andere, ebenso wie f beschaffene 
Funktion. Zunächst mögen f und g abbrechende, nach 2 n periodische 
Fourierreihen (trigonometrische Polynome) sein. Aus (391) folgt dann, 
ebenso wie auf S. 181, die Vollständigkeitsrelation 



(399) 



f(U)g(ü) = (fg)(ü), 



unter der Matrix rechterhand die zu der Funktion h (cp) = f (cp) g (cp) 
gehörige Matrix h (11) verstanden. Nachträglich kann man die Be- 
dingung, daß f und g trigonometrische Polynome sind, nach einer 
früher angedeuteten Schlußweise fallen lassen. — Es gilt ferner 

f(U) + g(ü) = (f+g)(ü), 

so daß wir damit ein Korrespondenzprinzip für unitäre Argumente 
haben (auf S. 181 war die zugrunde gelegte Matrix Hermitesch). — Ent- 
sprechend könnten wir „Fouriersche" unitäre Matrizen betrachten, 
indem wir auf S. 189 die Funktion (99) = e (k cp) setzen. 

Wir setzen in (398) f(cp) = <p m ; m= 0, 1, 2, ... . Damit die so 
erklärte beschränkte und wegen o ih = ö ki gewiß Hermitesche Matrix 
nicht mit op m (11) bezeichnet werden muß, wollen wir 



Z 71 



m = 0 y 1, . . 



und insbesondere 



(401) 



± §<päo ik {q>) 



= §1 = © 
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setzen. Jeder unitären Matrix U ist damit mittels ihrer Spektralmatrix 
eindeutig eine beschränkte Hermitesche Matrix § zugeordnet. Aus (399) 
folgt leicht, daß § m die ra-te Potenz § Ml von § ist; m = 0, 1,2, ... . Die 
C. Neumannsche Reihe von § ist daher wegen (400) 



(402) 



Führen wir also eine Funktion o i1e (/u) ein, so daß o ile ( t u) = o ik (<p) 
ist, wenn 0 <^ (p = /u <^ 2tz ausfällt, und daß o ilc (jx) i im Gegensatz 
zu o ik ((p), auch für /u < 0 und /u>2jz erklärt wird, und zwar so, 
daß dabei o ilc (ju) = 0 bzw. o-^^u) = d ilc ist, so stellt 



(403) 



mit Rücksicht auf die Stieltjessche Umkehrformel die Spektralmatrix 
von § dar, wenn ||<^ fc (<p)|| die Spektralmatrix von 11 bezeichnet. Da 
die unitäre Spektralmatrix für 0 < op <g 2 n von links stetig ist, so ist 
Ii = 2 n offenbar eine Stetigkeitsstelle aller Elemente der (auch für 
/t > 2 n erklärten) Hermiteschen Spektralmatrix, d. h. ju = 2 n liegt 
nicht in dem Punktspektrum von — Ebenso beweist man, daß, wenn 
§ eine vorgegebene Hermitesche Matrix bezeichnet, deren ganzes 
Spektrum irgendwo auf dem Intervall 0 <^ /u <^ 2jt wnd dato' /:t = 2 tt 
außerhalb des Punkt Spektrums liegt, so daß die Spektralmatrix ||a <fc (//) || 
von § für ju < 0 und /u > 2tz konstant = Q bzw. = (£ ist, so kann 
folgendes behauptet werden: Bildet man die Matrix (vgl. S. 183) 



(404) 



2.T 



und bezeichnet sie mit U, so ist U aus naheliegenden Gründen unitär (dies 
gilt, auch wenn das Spektrum von § beliebig breit ist 1 ); vgl. S. 270); 
und ihre Spektralmatrix ist ||^ fc (<p)||; 0 <| 99 <^ 2tt. Um dies ein- 
zusehen, braucht man jetzt nur umgekehrt von der Hermiteschen 
Vollständigkeitsrelation (313) auszugehen. Da die auf S. 215 mit § x 
bezeichnete Matrix mit der unitären Matrix U, aus welcher Q 1 ab- 



x ) Es kommt für die Eineindeutigkeit der Abbildung nur die Breite, nicht 
aber auch die Lage des Spektrums von <p auf der (u- Geraden in Betracht. Denn 
einerseits sind die Spektra von § und §-)-C(g kongruente Punktmengen, anderer- 
seits hat e (31) die Periode 2jt(5. 
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geleitet wurde, wegen (398) in der Beziehung U = ^e (§J steht, so 

sehen wir insbesondere, daß durch die Abbildung U = e (§) die Ge- 
samtheit derjenigen Hermiteschen Matrizen, deren Spektrum zwischen 0 
und 2 7i liegt und deren Punktspektrum den Punkt ju = 2 n nicht 
enthält, auf die Gesamtheit aller unitären Matrizen ein eindeutig 
bezogen wird. Dies besagt wesentlich mehr, als daß jede unitäre 
Matrix in der Form e (§) mit einem passend gewählten § dargestellt 
werden kann. 

Die Hilbert -Hellingerschen Untersuchungen über die verschiedenen 
Arten von Spektralbestandteilen, die Transformationstheorie auf die 
Hauptachsen bzw. — wenn es ein Streckenspektrum gibt — die 
Trennungstheorie usf. können ohne Schwierigkeit auf unitäre Matrizen 
übertragen werden. Doch soll dies dem Leser überlassen bleiben. 

Es ist unnötig zu bemerken, daß die vorhergehenden Betrachtungen 
auch im Bereich der endlichen Matrizen gelten. Freilich handelt 
es sich dabei nur um leicht verifizierbare Identitäten, ebenso wie 
auf S. 49 ff. 

Der formal- algebraische Kern dieser ganzen Spektraltheorie der 
unitären Matrizen ist offenbar in der folgenden Bemerkung ent- 
halten. Ist § [n] eine Hermitesche Diagonalmatrix || 0^ || [n ], so ist 

= II e (Oi) ^**||(n) eme unitäre Diagonalmatrix und umgekehrt, und 
zwar gilt e = VL {n) . Nun ist aber (vgl. § 7) 

»<») e (&»]) SB(*) = 2B ( n) ^ [n]] ^ l)H HSS) = e (S8 (fl) fc [n] «$<*,), 

und bei den endlichen unitären oder Hermiteschen Matrizen läßt sich 
die Diagonalform mittels einer unitären Transformation 3ß (n) stets er- 
reichen. [Es ist dabei zu beachten, daß e (§[ W ]) nicht der n-te Abschnitt 
von e (§) ist, der, wie bereits betont wurde überhaupt keine unitäre 
Matrix zu sein braucht.] 



Sechstes Kapitel. 

Hermitesche nicht beschränkte Matrizen. 



§ 102. Matrizen mit einer Lücke in dem Abschnitts- 
spektrum. 

Es sei 2t eine Matrix, die weder Hermitesch noch beschränkt, ja 
nicht einmal eine Q -Matrix zu sein braucht. Hingegen sei jeder Ab- 
schnitt $f [n] normal, und es möge die folgende Lückenbedingung erfüllt 
sein: Es gibt in der komplexen Ebene irgendwo einen Punkt X* der- 
art, daß die Abschnittseigenwerte v = 1, 2, n y n = 1, 2, 
wobei also det (ß [n] )^ n) — $l [n] ) = 0 gilt, dem Punkte L fi nicht beliebig 
nahe kommen; es gibt demnach ein e > 0 derart, daß das Kreisgebiet 
| X — X* | < e, das wir auch mit Q bezeichnen wollen, von den Xl n) 
frei ist. Alle Elemente R-f (X) der Resolvente von % [n] sind daher 
auf Q regulär. — Wir behaupten folgendes. 

1. Die Folge [n] der natürlichen Zahlen enthält eine von i, k und 
X unabhängige Teilfolge { h n ) derart, daß WmR 1 ^ (X) für n— ► oo auf 
Q bei jedem i und k existiert und eine reguläre Funktion dar- 
stellt. — 2. Wie die Folge {h n } auch sonst beschaffen sei, stellt 
II Rik W II = II ^ m Rik n) W || eme beschränkte Matrix dar, die übrigens 
auf jedem ganz im Innern von ü gelegenen Gebiet Q f gleichmäßig 
beschränkt ist, und zwar gilt gleichmäßig auf Q' 

(405) % (/) C]i -j?# tft (/) c hf n-> + oc 

Jc=l k=\ 

für alle i bei einer jeden quadratisch konvergenten Folge [c y ). — 
3. Ist außerdem % eine (J-Matrix, so ist ||# a .(>0|| eine sowohl hintere 

00 

als auch vordere Reziproke von A(£ — % und % i = 2jR ilc (X)c ]c ist eine 

k=l 
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quadratisch konvergente Lösung von (2 (£ — $() £ = c (sobald X im 
Lückenkreise liegt). 

Dies alles wird bewiesen sein, wenn wir zeigen können, daß es 
eine nur von 51 und von Q' abhängige, also von n und von X un- 
abhängige Schranke K = K(Q f ,%\) gibt derart, daß auf Q f 

(406) M(||2?£a)|| w )<X(0',H) 

gilt (wobei der Ausdruck linkerhand selbstverständlich das Maximum 
n n 

von | £ ^ Ri2 (X) x i x k I auf E [n] bezeichnet). Dann können nämlich 

i=lfc=l 

die Schlüsse von S. 169 ff. wörtlich wiederholt werden. 

Ist 51 Hermitesch, so ist die Lückenbedingung von selbst erfüllt, 
da alle Xf^ auf der reellen Achse liegen. Im Hermiteschen Falle kann 
übrigens, wie Carleman bemerkt und seinen Untersuchungen zugrunde 
gelegt hat, wesentlich mehr als (406) behauptet werden: Ist Q' ein 
Kreis, der von der reellen Achse weder geschnitten noch berührt 
wird, so kann die Schranke K(Q', 5() unabhängig von 51 gewählt 
werden. Wir zeigen, daß entsprechendes auch ohne die Annahme 
des Hermiteschen Charakters gilt, so daß 5t in (406) gestrichen wer- 
den kann. Es kann einfach 

(407) K (q> ; k }=7 ± 7 

gesetzt werden, wobei e' den Radius von Q' und e den Radius des 
mit Q f konzentrischen, Q' enthaltenden Lückenkreises Q bezeichnet. 
Zunächst ist nämlich die Matrix % [n] nach Voraussetzung normal, also ist es 
offenbar auch X ß [n] — 5t [w] und daher auch {X ® [n] — 5t [/l] )~ 1 = || Ril\X) || (W ), 
so daß M (II Rm (X) ||( W )) der Toeplitzschen Polygonregel zufolge ein- 
fach den Betrag des absolut größten Eigenwertes von || R$! (X) ||, oder, 
was nach § 8 dasselbe ist, den Betrag des absolut kleinsten Eigen- 
wertes von || R$ (2) || _1 = — 5l M ) bezeichnet. (406) und (407) 
besagen also nur, daß die Eigenwerte von (X — 5I [W ]) absolut 
> e — e' sind, sobald sich X in Q' befindet. Die Eigenwerte von 
(X — 5I[ n j) sind aber, wegen 

det [(X - X?) S>] - (X B w - 5t [n] )]= (- 1)" det(^ ® [n] - 5t [n] ) 

und da die X^ die Eigenwerte von 5I [W] sind, ersichtlich die Zahlen 
X - X { v n) , sie sind also absolut I>| | X—X* \ — \ X* - X™ \ \>\e -e\=e-e'. 
Denn X^ liegt nicht im Lückenkreise Q, d. h. es gilt | X% — X^ | ^> e, 
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und andererseits liegt X nach Voraussetzung auf £>', d. h. im Kreise 
\X — X* | < e'(< e). — Damit ist alles bewiesen. 

Von jetzt an betrachten wir nur Hermitesche Matrizen. Dies soll 
nicht immer wiederholt werden. 

§ 103. Anwendung auf die Hermiteschen Matrizen. 
Grenzresolvente. 

Ist 21 Hermitesch, also X { ? ] reell, so folgt aus (406), (407) 

(408) MiJ^^IW^^, 
also offenbar auch 

(409) M (|| lim (X) ||) £ ^ (lim = Jim ), 

wobei g [X] den Imaginärteil von X bezeichnet. 

Hierbei ist die Grenzresolvente || lim R-l n) (X) || für alle nicht reellen X 
bei passendem {h n } vorhanden und beschränkt. Insbesondere hat nach 
(405) jede, der ^-Bedingung genügende Hermitesche Matrix eine Grenz- 
solvente, die dabei eine vordere und zugleich auch hintere beschränkte 
Reziproke von X (S — 21 darstellt und zugleich für (A @ — 2t) y = c, 
| c | 2 < + oo eine quadratisch konvergente Lösung liefert. Solange 21 
beschränkt war, konnten wir aus den Formalsätzen oder eigentlich aus 
den Faltungssätzen schließen (S. 171), daß das Auswahlverfahren über- 
flüssig ist, indem h n = n gesetzt werden kann, und daß es weiter außer 
der durch die Abschnitte gelieferten Grenzsolvente || lim R$ (X) || keine 
weitere beschränkte Resolvente gibt. 

Wir denken dabei immer an nicht reelle X und sagen, die Her- 
mitesche (^-Matrix 21 lasse die Matrix ||^- fc (/)|| als eine beschränkte 
Resolvente zu, wenn die folgenden Bedingungen gleichzeitig erfüllt 
sind: Jedes R ik (X) ist (für nicht reelle X) regulär, die Matrix 1 1 R { fc (X) | | 
ist bei jedem (nicht reellen) X beschränkt, es gilt (X (S — 2t) || R i1c (X) \\ = (S 
sowie || R. k (X) ||(jl(8 — 80 = <5 [wobei die Produkte, da beide Faktoren 
(^-Matrizen sind, nach S. 122 eindeutig gebildet werden können], und 

oc x 

x. = 2 R ik (X) c k stellt, sobald \ c. | 2 < + oo ist, eine (offenbar quad- 

fc=i i=i 
ratisch konvergente) Lösung von (X (S — 21 ) £ = c dar [wobei der 
Vektor (^ © — 2f)£, der Schwarzsehen Ungleichheit zufolge und weil 
X (S — 21 eine (^-Matrix ist, wieder eindeutig gebildet werden kann]. 
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Bei nicht beschränkten Hermiteschen Q- Matrizen 21 ist nun die 
Sache nicht so einfach wie bei der beschränkten. Es sind jetzt nämlich, 
wie Beispiele zeigen (vgl. unten), alle drei denkbaren Fälle möglich (je 
nach der Wahl von 21): a) Möglicherweise gibt es ebenfalls nur eine 
beschränkte Resolvente, also erst recht nur eine Grenzresolvente, so 
daß das Auswahlverfahren gewiß überflüssig ist. — b) Es ist aber 
auch möglich, daß es mehrere beschränkte Resolventen gibt, trotzdem 
das Auswahlverfahren überflüssig ist, so daß beschränkte Resolventen 
existieren, die von der beschränkten Grenzresolvente || lim R$! (A) || 
verschieden sind, so daß also ihre Existenz nicht bereits durch die 
Betrachtung der Abschnitte festgestellt werden kann. — c) Endlich 
ist es sehr wohl möglich, daß die Existenz mehrerer beschränkter 
Resolventen bereits durch das Abschnittsprinzip angezeigt wird, weil 
sogar mehrere (eo ipso beschränkte) Gr enzresolventen || lim (/l) || 
vorhanden sind, so daß nicht alle Auswahlfolgen {h n } zu derselben Grenz- 
resolvente führen; m. a. W., man kann nicht h = n setzen, da 
( ) 

|| limiv^ß (I) || nicht existiert 



§ 104. Reguläre Matrizen. 

Eine Hermitesche (^-Matrix, für welche der Fall a) vorliegt, nennen 
wir regulär. Z. B. ist jede beschränkte Hermitesche Matrix regulär. 
Daß es auch nicht reguläre Matrizen gibt, ist nicht erstaunlich, der Leser 
ist darauf in Kap. III mehrfach vorbereitet worden. Alle scheinbaren 
Widersprüche bei nicht beschränkten (^-Matrizen erklären sich, wenn 
man einfach das Rechnen mit divergenten Doppelreihen bzw. nicht be- 
gründete Umordnungen von mehrfachen Reihen vermeidet und gliedweise 
Vornahme von Grenzübergängen im Falle einer evtl. nur schwachen 
Konvergenz unterläßt. Der Sachverhalt ist der folgende. Die Matrix 
^ ist dann und nur dann beschränkt, wenn etwa die zweifache Reihe 

2i (<S a ik x i%it) * n J e d em Punkte von E konvergiert (und außerdem 

i=ljc=l 

evtl. auch für gewisse, nicht quadratisch konvergente Argumente (#J); 

CO CO 

und zwar ist dann die Reihe a^x^^ auf E ebenfalls kon- 

Jc=i i=l 1 1 

vergent und gleich der vorigen; vgl. S. 125. Ist also ^ nicht be- 
schränkt, so gibt es Punkte auf E, wo keine dieser beiden Reihen 

OO 00 

konvergiert. Ist 21 beschränkt, so ist ferner T= £ \ 2 a ih%k\ 2 au * E 

i=l Jc=l 

konvergent. Ist aber 51 nicht beschränkt, so gibt es Punkte auf E, 



\ 
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wo T divergiert. Es bezeichne diejenige Teilmenge von E, wo 
T konvergiert. ist gewiß nicht leer, da z. B. jedes E [n ] auf E% liegt. 
Auf Egt ist der Schwarzsehen Ungleichheit zufolge die erste der beiden 
Reihen 

(410) J (J a ik x. *,), J (J a a x t x k ) 

i=l k=l k=li=l 

gewiß konvergent. Eine jede der inneren Summen ist, da 5t = 51* 

OC CO 

eine (XMatrix, also | a i7i | 2 = 2j \ a id\ 2 < +oo ist, der Schwarzsehen 
jc=i 1 Jc=l 

Ungleichheit zufolge nicht nur auf Egi, sondern auch auf E konvergent, 
und zwar absolut. 

Es sind nun drei Fälle denkbar: I) Beide Reihen (410) sind auf 
E% konvergent und liefern auf Egt denselben Wert für die r Kopplungs- 
form". Es ist ferner denkbar, daß II) auf E% zwar beide Reihen (410) 
konvergent sind, daß es aber Punkte auf E% gibt, wo die beiden Reihen 
verschiedene Werte ergeben, oder endlich III), daß es Punkte auf Egt 
gibt, wo nur eine der Reihen (410) konvergiert, die andere aber diver- 
giert. Wir zeigen nun mit Carleman, daß die Annahme I) mit der 
Bedingung a), d. h. mit der Regularitätsvoraussetzung äquivalent ist. 

Die Hermitesche (^-Matrix 5t ist nach dem auf S. 221 Gesagten 
dann und nur dann regulär, wenn das System (A (£ — 5t) £ = c bei 
jedem quadratisch konvergenten c und bei jedem nicht reellen k nur 
eine quadratisch konvergente Lösung £ hat. Ist also 5t regulär, so 
lassen die homogenen Gleichungen für nicht reelle X nur die triviale 
Lösung £ = o zu; denn der Nullvektor ist eine quadratisch konvergente 
Lösung, also nach Voraussetzung die einzige. Ist umgekehrt 5t nicht 
regulär, so gibt es ein nicht reelles k = k 0 und dazu ein c derart, daß 
(^ 0 (£ — 5t) £ = c sowohl durch £ = % ± als auch durch £ = £ 2 erfüllt 
werden kann, wobei | £ x | 2 < -|-oo , | £ 2 | 2 < +oo, £ x =)= £ 2 gilt, so daß 
£ 0 = £ 1 — £ 2 offenbar eine quadratisch konvergente, von o verschiedene 
Lösung der homogenen Gleichungen darstellt. Es wird sich übrigens 
herausstellen, daß hierbei ^beliebig ist, so daß, wenn 5t nicht regulär ist, 
die homogenen Gleichungen (X Q (£ — 5t) £ = o bei jedem nicht reellen k 0 
Lösungen £ mit 0 < | £ | 2 < -|-oo zulassen müssen, m. a. W., die 
Gleichungen (^ 0 (£ — 5t) £ = c haben dann bei jedem nicht reellen k 0 
und bei jedem quadratisch konvergenten c mehrere quadratisch kon- 
vergente Lösungen. 
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§ 105. Fortsetzung. Beweis des Carlemanschen Kriteriums. 

Es sei also E§( die oben erklärte Teilmenge von E, auf welcher 

QO 00 

die Reihe (2J a n- x i%u) m ^ Rücksicht auf die Schwarzsehe Un- 

i=l Jc=l 

gleichung offenbar konvergiert. Wir haben zu zeigen, daß die zu 
/ 0 (5 — 2t; S [^o] 4* ^ gehörigen homogenen Gleichungen dann und 
nur dann eine nicht triviale (=(= o) quadratisch konvergente Lösung zu- 

00 00 

lassen, wenn auf E^ auch die Reihe 2j {2 a in x i x k) konvergiert und 

k=l 1=1 * 1 

denselben Wert wie die vorige liefert (die Bedingung ist ersichtlich un- 
abhängig von ^ 0 ). 

Um zunächst den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, nehmen 
wir an, daß auf E^ durchweg 

(411) J ( J a ik x { x k ) = 2(2a ik *. x k ) 

i=l k=l k=l i=l 

gilt und setzen zwecks Zurückführung ad absurdum voraus, daß die 
homogenen Gleichungen 

(412) Ht-I'tA-O 

k=l 

bei irgendeinem nicht reellen / eine von o verschiedene quadratisch 

00 

konvergente Lösung, also auch eine Lösung mit ^ | f ^ | 2 = 1 haben. 

% = i 1 

Aus (412) folgt, daß die Reihe 

(413) i(i« ft fjj = iif<f< = * 

i=l k=l i=l 

konvergiert. Aus (412) folgt aber auch 

T=2\2a ik l k f = \l\\ 

i-1 Jc=l 

so daß der Punkt {fj nach Definition auf E^ gelegen ist. Geht man 
in (412) zu den konjugierten Größen über, so folgt 

wofür wegen a ilt = ä hi auch 

(414) If* = 0 

1 = 1 
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geschrieben werden kann. Aus (414) folgt nun 

co co _ _ CO _ _ 

(415) U(Ua ilc ^ k )=Xj:^ k = X. 

k=l i=l k=l 

Nun liegt aber {£.} auf E 2X , wegen (411), (413), (415) muß also X = X, 
d. h. X reell sein, im Widerspruch mit der Voraussetzung. 

Um auch die Umkehrung zu beweisen, nehmen wir an, daß es ein 
nicht reelles X gibt derart, daß die zu X (£ — 51 gehörigen homogenen 
Gleichungen keine von dem Nullvektor verschiedene Lösung und daher 
die inhomogenen Gleichungen nur eine Lösung haben, unter Lösung hier 
und später stets nur eine quadratisch konvergente Lösung verstanden. 
Wir haben zu beweisen, daß dann auf E 3[ der Vertauschungssatz (411), 
d. h. £ • 51 £ = £• 51' £ gilt, oder, was wegen 5t = 5t* = 5t' offenbar das- 
selbe ist, daß £• 91 £ = £•$!£ ausfällt. Dann wird bewiesen sein, daß 
diese Symmetriebedingung auf Est, wie behauptet, nicht nur hinreichend, 
sondern auch notwendig ist für die Regularität der Hermiteschen 
Q -Matrix 5t. Wir beschränken uns dabei auf den Fall, wo die Hermite- 
sche Matrix 51, und daher auch jede Abschnittsresolvente, mithin auch 
die Grenzresolvente mit ihrer transponierten Matrix identisch ist. 

Es seien £, irgend zwei Vektoren auf E<&. Letztere Mannigfaltig- 
keit ist, wie erinnerlich, dadurch definiert (S. 222), daß sie diejenigen 
und nur diejenigen Vektoren von E enthält, welche durch 51 in einen 
quadratisch konvergenten Vektor 51 £ übergeführt werden. DennT< +oo 
ist gleichbedeutend mit | 51 £ | 2 < + oo. Es sind daher die Vektoren 51 j, 
51 1) gewiß quadratisch konvergent. Aber auch die Vektoren £, t) sind 
quadratisch konvergent (denn sie liegen auf E), mithin sind es auch 
die beiden Vektoren c = X% — 51 £, b = Xt) — 5t t), wobei X jene vorge- 
gebene nicht reelle Zahl ist. Offenbar gilt 

(416) (x e - 5t) £ = c , (X g - 5t) 9 = b , 
also, da die Lösung nach Voraussetzung eindeutig ist, 

(417) E = 3* A C i> = 8t A b, 

woselbst = (A (£ — 5t) _1 die Grenzresolvente von 51 bezeichnet 
(vgl. S. 220), also beschränkt ist. Die zu 9^ gehörige Bilinearform 
kann daher nach (216), S. 125 für die quadratisch konvergenten Argu- 
mente c, b sowohl zeilenweise als auch kolonnenweise summiert werden, 
d. h. man hat b • 9^ c = c -9^ b , also wegen (416) und (417) offenbar 
[(X © — 51) t)] • £ = [{X (S — 51) £] • t), wobei der Punkt skalare Vektormulti- 
plikation bezeichnet. Wegen ((£ + < £))ct = (£a + < £)a und a • h = h-a 
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ergibt dies nach Subtraktion von [X (£ tj) • £ = X t) • £ = X £ • = (A (S £) • t) , 
wie leicht ersichtlich, (— 21 ty)-£ = (— % y)-^ d. h. £-$It) = .$£. Dies 
gilt für zwei beliebige Vektoren £, t) in Ej(. Nun liegt aber, des 
Hermiteschen Charakters zufolge, zugleich mit £ auch £ auf E^, so 
daß wir in der letzten Beziehung = £ setzen dürfen, w. z. b. w. 

Durch eine sinngemäße Wiederholung dieser Schlußweise ließe 
sich zeigen, daß bei regulären Matrizen gewiß der Hilbertschen Funk- 
tionalgleichung genügt und man könnte dann auch die in § 79 durch- 
geführte Rechnung wiederholen. 

§ 106. Statistisch sinnvolle Matrizen. 
Grenzspektralmatrizen. 

Eine Hermitesche, sonst beliebige Matrix für welche nicht der 
Fall c) [sondern entweder a) oder b)] vorliegt, bei welcher also der 
Grenzwert 



wobei II 0$ || (tl) die Spektralmatrix von bezeichnet, für alle X 

(8 M + 0) existiert, wollen wir statistisch sinnvoll nennen (auch wenn 
die Q- Bedingung nicht erfüllt ist). Es ist nämlich | o\f (/ll) | <^ 1 und 



§ | do-f? (/u) | ^ 1 (siehe S. 51), so daß mit Rücksicht auf das 



Fundamentalkriterium (§ 48) lim R®** (2) für alle nicht reellen X dann und 
nur dann existiert, wenn lim offf* (/u) vorhanden ist (m— > + oo); von 
den Unstetigkeitsstellen der Grenzfunktion und von einer additiven Kon- 
stante hat man dabei möglicherweise abzusehen. Ist ferner das Auswahl- 
verfahren für die Rjff nicht überflüssig, so ist es auch für die 0$ nicht, 
und umgekehrt. Die Matrix % ist also dann und nur dann statistisch 
sinnvoll, wenn das durch || 0$ \\ {n) beschriebene statistische Verteilungs- 
gesetz für n — * + 00 e i ner bestimmten Grenzlage zustrebt, während 
sonst eine Mannigfaltigkeit von Grenzstatistiken vorliegt. Daher der 
Name: statistisch sinnvoll. 

Ist % statistisch sinnvoll, so gibt es eine Funktion Q ik (fj) derart, 
daß im Sinne der Hellyschen wesentlichen Konvergenz 0$* [ — >■] 



gilt. Und zwar ist dabei \Q i1c \<L l, f \ dg i1c (/u) \ . Wir legen 



o. fc an den Unstetigkeitsstellen wieder durch die Forderung der rechts- 



(418) 




— 00 



— 00 



— 00 



Wintner, Spektraltheorie. 
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+ 00 

seitigen Stetigkeit fest, bringen den wegen f \ dg ih \ <C -\- oo gewiß 

— CO 

vorhandenen Grenzwert g ik ( — oo) in Abzug und setzen 

(419) *oM = Q ih (v + 0) - Qih (- oo) . 

Die dadurch festgelegte Matrix ||a ffc (/u)|| von rechtsseitig stetigen, im 
negativen Unendlichen verschwindenden Funktionen nennen wir die 
Grenzspektralmatrix von ty. Bei statistisch sinnvollen (und übrigens auch 
nur bei solchen) Matrizen gibt es also nur eine Grenzspektralmatrix. 
Offenbar ist M ( || % ilt (ju) ||) eine nicht abnehmende Funktion von ju; 

CO oo ^ 

genauer: £ o ik (ja) x i x 1c = <P ( || o ik (ii) \\ ; y) ist, wenn % einen festen 

Punkt auf E bezeichnet, eine ebenfalls nicht abnehmende Funktion von /u, 
die durchweg < 1 und ^ 0 ist. Dies alles folgt unmittelbar daraus, daß 
entsprechendes für die [| o$ (ja) |] (Jl) , wobei || a$ (— oo) = || 0 || fw) 

ist, gilt. Insbesondere ist also || (//) || auch dann beschränkt, wenn 
% nicht beschränkt ist. 

Für nicht reelle X gilt dabei für die Grenzresolvente 

(420) || lim R%> (X) || = H R ik (X) \\ 
die Darstellung 

+ oo 

(421) 4^ 

— 00 

Der Beweis verläuft, unter Benutzung des Fundamentalkriteriums, wört- 
lich so wie auf S. 169 ff. 



§ 107. Integraldarstellung der Q-Matrizen. 

Ist 2( = ||fl ifc || eine statistisch sinnvolle Q- Matrix mit der Grenz- 
spektralmatrix || o ik (ju) || } so gilt 

(422) d ik = , a. u = J\u d*a ik (p) . 

- 00 — 00 

+ 00 

Hingegen ist eventuell bereits das Integral / ju s da ik (ju) divergent, 

— 00 

so daß (305) nicht für alle v zu gelten braucht. Dem entspricht es, 
daß $ 2 zwar existiert, aber vielleicht schon keine Q- Matrix ist, so daß 
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S^SÜ = % Z vielleicht überhaupt nicht gebildet werden kann. Wie wir 
später sehen werden, hängen die Verhältnisse mit einem auf S. 102 er- 
wähnten Umstand zusammen. 

Wir gehen zum Beweis der Formeln (422) über, die von Carleman 
herrühren. Es bezeichne || a/jj? (jll) || (n) die Spektralmatrix von so daß 



(64)' 



gilt, wobei die dj e Abschnittseigenwerte bezeichnen und die u\f 
zu Xl n) (£ [n] — St [n3 gehörige normiert orthogonale Eigenlösungen be- 
deuten; vgl. S. 32. Es sei y > 0 beliebig groß und es bezeichne 
a, ß ein Zahlenpaar derart, daß entweder y <a< ß oder a < ß < — y 
gilt. Dann ist jeder der Bedingung a <^ ^ ß genügende Eigenwert 
absolut > y, so daß — wenn man die Zeiger der Bequemlichkeit 
halber auf eine leicht ersichtliche Weise vertauscht — mit der Abkürzung 

Q = J|%| 2 , offenbar 
i=i 

I 2 «<r«ÄT 

a<A/ n, </? 



2 w-m2«i*ir'=\2'i< 2 



;'=i 



£{2\»u?)2 2 



3=1 



7=1 a 



= jLJ Xjn) Zj X (n) 



7=1 a 



3 y y i?fsj!W y w (») 5 fa> 



_ r * y y ^_!MÜ,s _T2 y 



= y 2 I ^ y 2 ^ \ U kl \ — 2 > 

a = ll n) ^ß 7 1=1 



d. h. wegen (64/ 



I A <^M< — , 



15* 
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mithin + ^ 

O \fd°®(f*)\ + \]'do®(ri\<i 

y — 00 ° 

gilt, wenn y hinreichend groß ist; e bedeutet dabei eine beliebig 
kleine, von n unabhängige Zahl, die evtl. von i abhängt. Es sei y 
der Einfachheit halber immer derart, daß /i = + y keine Sprungstelle 
der a\f oder von o ik ist (solche y gibt es überall dicht, da es ja 
insgesamt nur abzählbar viele Sprungstellen gibt). Für hinreichend 

+ 00 

große y gilt wegen / | do\f (ju) | <J 1 

— 00 

(*) \fdo ik ( l u)\ + \fd*o i]i ( /i )\ < ±. 

y — oo ö 

Ferner kann man, nach geschehener Wahl von y, mit Rücksicht auf 
den Hellyschen Satz über gliedweise Integration, ein N derart fest- 
legen, daß für n> N 

(*) l/W'W-J^W^i 

ausfällt. Aus den drei, mit (*) bezeichneten Ungleichungen folgt 
offenbar +00 +00 

— oo — oo 

womit die erste Relation (422) bewiesen ist (da wir in J nicht notwendig 

7i = vorauszusetzen brauchen). Denn in der letzten Grenzgleichung 
ist das Integral linkerhand nach S. 51 bei jedem n gleich ö iJc . 

Da M (|| olf (ja) || (n) ) ^ 0 eine nicht abnehmende Funktion und 

^1 ist, so schließt man wie auf S. 175, daß y I zf o. 7 | 2 unterhalb 

yti'x^ 11:1 

einer festen Schranke bleibt, so daß mit Rücksicht auf das Majoranten- 
kriterium der starken Konvergenz das Integral 

Im *<>W M = 2 a/«> AMf = 2 <f «ff 

-Y<>.} n) <Y 3=1 ?=1 -y<;. ! «»!< v 

= i«i 3 «M-<(-y)} 
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für n — ► -f~ oo gegen 

00 00 ^ 

- °j* (- y)} = 2% I d °jM> 

j=l j=l -y 

y 

andererseits aber nach Helly gegen J ftdo ik (jLt) konvergiert. Mit- 

-y 

hin ist 

-7i 3=1 -7i 

Nach dem Majorantenkriterium der starken Konvergenz, dessen 
Prämissen augenscheinlich erfüllt sind, können hierbei die Grenzübergänge 
y 2 — >-\-oo, y 1 — > — oo gliedweise ausgeführt werden, und es bleibt 

+ oo ^ +co w 

S P d °iU (ß) = 2 a ij f d °j* C") = ^ ^ * = *<» > 

— 00 ^=1—00 j=l 

w. z. b. w. — Ist nicht statistisch sinnvoll, so daß es mehrere Grenz- 
spektralmatrizen gibt, so gilt (422) offenbar für eine jede Grenzspektral- 
matrix. 

§ 108. Halbbeschränkte Matrizen. 

Bevor wir weitergehen, müssen wir einen grundlegenden Satz von 
Toeplitz vorausschicken. — Es sei 33 eine positiv definite, sonst be- 
liebige Hermitesche Matrix. Es wird also nur vorausgesetzt (vgl. S. 124), 
daß alle Abschnittseigenwerte von 33 oberhalb einer positiven (also von 
Null verschiedenen) unteren Schranke liegen, die wir mit n (33) be- 
zeichnet haben. Es wird hingegen nicht einmal die Q- Bedingung 
vorausgesetzt, sondern eben nur n (33) > 0. Es ist also 

(423) 0 < n (33) £ n (33 [w] ) < £ m (33 [w] ) < m (33) < + oo, 

wobei die v = 1» 2, . . . , n die Eigenwerte von33[ W ] bezeichnen. Da 

det 33[ W ] das Produkt der Eigenwerte, also =)= 0 ist, so ist die Reziproke 

(II b ik\\[n])~ 1= (^WT 1 ; die wir kurz mit ^[n] bezeichnen und =||5$!)|| (n) 
setzen wollen, vorhanden; 1 <^ i, k <^n. Der Toeplitzsche Satz besagt 

nun, daß der Grenzwert lim Bl^=B., bei jedem i und h existiert 

Wir wissen von vornherein, daß, wenn dieser Grenzwert existiert, || B i1c || 
eine beschränkte Matrix sein muß (vgl. S. 218), doch wird sich dies 
später von selbst ergeben. — Auf diese Weise hat Toeplitz bei be- 
schränkten Matrizen seinen Existenzsatz auf S. 136 bewiesen, für den 
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wir die Hübsche Beweisanordnung zugrunde gelegt haben. — Es ist 
unnötig zu betonen, daß die beiden Matrizen || ßjj || (w) , ||5 f . fc || In] nicht 
zu verwechseln sind. Dies ist eben der springende Punkt. (Wären die 
beiden Matrizen identisch, so wäre der Satz eine Trivialität.) — Den 
Beweis des Toeplitzschen Satzes wollen wir noch verschieben und zu- 
nächst aus ihm eine Folgerung ziehen, die eine brauchbare hinreichende 
Bedingung liefert dafür, daß eine Hermitesche Matrix 2t statistisch 
sinnvoll ist. 

Es sei die Matrix 21 Hermitesch und es seien v = 1, 2 
n = 1, 2, ... die Abschnittseigenwerte. Beschränkt ist 2t, wie wir wissen, 
dann und nur dann, wenn 

- oo < n (2t) £ m (2t) < 4- oo 

gilt, oder, was dasselbe ist, wenn das Abschnittsspektrum, d. h. die 
Gesamtheit der ?}f , durch einen endlichen Intervall n (2t) X m (2t) 
überdeckt werden kann. Dementsprechend wollen wir die Matrix 21 halb- 
beschränkt nennen, wenn das Abschnittsspektrum von einer passenden 
H 'albgeraden überdeckt wird, so daß entweder 

(424) - oo £ n (2t) £ m («) < + oo, m (SC) |o 

oder 

(424)' -oo< n (21) <: m (21) <; + oo, n(2t)|o 

gilt. In der Tat ist n (2I W ) der kleinste, m (2I [w] ) der größte Eigenwert 
von 9[[ W ], und nach Definition (S. 124) ist 

n (21) = lim n (a [n] ) , m (21) = lim m (2t [w] ) 

zu setzen, wobei -f- oo und — oo als Grenzwerte zugelassen sind. Das 
Abschnittsspektrum braucht, wie bereits in (424), (424)' vermerkt ist, 
bei halbbeschränkten Matrizen ebensowenig auf derselben Seite des Null- 
punktes zu liegen, wie bei den beschränkten (d. h. Abschnittseigen- 
werte von verschiedenem Vorzeichen werden nicht ausgeschlossen, 
21 braucht nicht einmal pseudodefmit zu sein). 

Aus dem Toeplitzschen Satz gewinnt man den folgenden: Jede 
halbbeschränkte Matrix ist statistisch sinnvoll. — Denn es sei 21 etwa von 
oben halbbeschränkt, so daß (424) zutrifft. Die Abschnittseigenwerte /}f 
von 21 sind dann alle <^ m (21) < + oo . Die Abschnittseigenwerte der 
Matrix /* g — 2t sind nach S. 219 gleich f — also ^> e > 0, wenn 
die Zahl /* ^> e -f- m (21) gewählt wird. Für hinreichend große /* ist 
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also 2* (S — positiv definit, also ist nach dem Toeplitzschen Satz 
lim (2*) gewiß vorhanden. In den auf S. 229 benutzten Bezeich- 

n= 20 

nungen ist nämlich % = - % 0 kf ] = k* - & n) , B& ] = R$ (/!*) . Da 
jedoch der Grenzwert (420) auf einer Halbgeraden k* > const. existiert, 
so wird er nach dem Vitalischen Satz für alle nicht reellen k und 
außerdem für k > m (21) gewiß existieren. Denn für ju > m ($1) ist jedes 
(ju) konstant, = d ik , da alle Eigenwerte < m ($1) sind, und anderer- 

-f oc 

seits ist J | do^ (jjl) | ^ 1, so daß die Schlußbemerkung auf S. 105 an- 

— QO 

gewandt werden kann. Damit ist gezeigt, daß die halbbeschränkten 
Matrizen gewiß statistisch sinnvoll sind. 

Wir bezeichnen die Gesamtheit der Stellen /Lt Q , zu welchen es 
keine Umgebung /lc 0 — e < ju < (li q -f e gibt, auf welcher ein jedes 
o ik (ju) konstant wäre, als das Spektrum der statistisch sinnvollen Matrix. 
Aus [— ►] ans folgt wegen k^ <[ m (21) offenbar, daß das Spektrum eben- 
falls auf der Halbgeraden ju ^ m ($1) Hegt. Es wäre aber denkbar, daß 
das Spektrum auf einer Halbgeraden liegt, ohne daß das Abschnitts- 
spektrum es tut, d. h. ohne daß die Matrix halbbeschränkt ist. Dann 
wäre aber unser hinreichendes Kriterium des statistisch sinnvollen 
Charakters praktisch unbrauchbar. Z. B. bei wasserstoffähnlichen Spektren 
liegt das Spektrum der Energiematrix auf einer Halbgeraden, aber es 
ist eben nur das Spektrum und nicht das Abschnittsspektrum zugänglich. 
Ich beweise aber auch, daß das Abschnittsspektrum einer (^-Matrix auf 
einer Halbgeraden liegen muß, wenn das Spektrum auf einer Halbgeraden 
liegt. Die wasserstoffähnlichen Spektren gehören daher gewiß zu halb- 
beschränkten, also erst recht zu statistisch sinnvollen Matrizen. 

§ 109. Ein Satz über das Abschnittsspektrum der halb- 
beschränkten Matrizen. 

Wir beweisen zunächst, daß der Endpunkt des Abschnittsspektrums 
einer halbbeschränkten, der (^-Bedingung nicht notwendig genügenden 
Matrix auch dem Spektrum angehört, so daß z. B. im Fall (424) der 
Punkt ^ = 111 ($1) des Abschnittsspektrums zugleich ein Punkt des 
Spektrums ist. Wie wenig selbstverständlich dies ist, geht aus der bei 
(246) erwähnten Erscheinung hervor. 

Beim Beweis gehen wir davon aus, daß für eine positiv defmite 
n-äre Matrix (£ (n) und ihre Reziproke fö") 1 gilt: 1 = n (S( n )) rn (ß(n) 1 ), da 
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die Eigenwerte (> 0) von (£ (n) die reziproken Eigenwerte (> 0) von 
ß^") 1 sind, so daß der kleinste Eigenwert n (Gt (n )) von (£ (w) der reziproke 
Wert des größten Eigenwertes m von ß^) 1 sein muß. Wir nehmen 

an, daß der Fall (424) vorliegt und setzen 

(425) A* = m(8l)+e, £>0 . 

Die Eigenwerte von 5l [w] sind . . A»\ also sind die Eigenwerte von 
(f (£ — St) [n] offenbar f — $\ . . . , f — . Die größte unter den 
n Zahlen ^ ist = m (3I [wJ ) <^ m (51) < so daß die Eigenwerte von 
^* ^[w] — 2I[ni durchweg positiv sind, und zwar ist der kleinste Eigenwert, 
nämlich n (A* g [n] ^- 5t [n] ), gleich A* — m (5I [w] ) . Wenn nun (£ (m) = ?* g [n] — 5l [n] 
gesetzt wird, so ist Q^") 1 = || R$ (A*) || (w ) , es folgt daher 

1 = [A* - m (5l [w] )] mdl^J^Hw), 

da ja 1 = n ((£ (n) ) m (E^) 1 ) gilt- Nimmt man hierbei den Grenzübergang 
n— »oo vor, so bleibt, da nach Definition m (5I[ n j) — ► m (51) < + oo gilt, 
wegen (425) offenbar 

(426) l= e limm(||i?$(A*)|U). 

Nun ist || Rj$ (A*) die Reziproke des n- ten Abschnittes der positiv 
definiten Matrix A* (S — 51, so daß nach dem noch zu beweisenden 
Toeplitzschen Satz (siehe S. 229) R$ (f) -> R il( (/*) gilt, wobei || R n (A*) \\ 
eine beschränkte Matrix bezeichnet. Beim Beweise des Toeplitzschen 
Satzes wird sich herausstellen, daß 

(427) limm(||^>(A*)|| ( „ ) ) = m(||Ä,. )k (A*)||) 

n= cc 

gilt. Setzt man dies in (426) ein und nimmt sodann den Grenzüber- 
gang e — > -f- 0 vor, so folgt 

(428) Umm(||fi lfc (0||) = +«>. 

Wegen (425) können wir dies so ausdrücken: Die Grenzresolvente 
Ulim^^) || = \\R ilc (fy || ist wohl für X > m (51) beschränkt, sie wird 
aber nicht beschränkt, wenn A •— ► m (51) + 0 geht. Daraus folgt nun 
leicht der zu beweisende Satz, daß es nämlich keine Umgebung 

m (5t) - rj < t u < m (51) + r\ 

des Punktes ( u = m (51) geben kann, auf welcher jedes Element der 
Grenzspektralmatrix || o ik (ju) || konstant wäre, daß also ju = m (51) dem 
Spektrum angehört. 
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Zwecks Zurückführung ad absurdum nehmen wir die Existenz eines 
solchen rj > 0 an und bemerken, daß die Darstellung (421) gewiß 
auch für X > m (21) gilt. Vgl. nämlich die Schlußbemerkung auf S. 105. 

Nun ist y, y, g ( k (ju) x i x n auf E nicht abnehmend, ^ 0, ^1. Somit 

ist, wenn X nicht im Spektrum liegt, nach dem Hellyschen Satz über 
gliedweise Integration die Kopplungsform 



2 2R ik (X)x.x k gleich 

k=l i=l 



+ CC CO 00 ^- . _ 



also, wenn es ein r\ ^ 0 geben würde, absolut 

+ ao 



= ifc=i < -l 



= V 



sobald nur X von m (51) um weniger als rj entfernt ist. Es bliebe also 
ll^ikWII für ^^(5l) + 0 beschränkt, im Widerspruch mit (428). 



§ 110. Die wasserstoffähnlichen Spektra. 

Es ist bereits erwähnt worden, daß das Spektrum der wasserstoff- 
ähnlichen Energiematrizen auf einer Halbgeraden liegt. Das Spektrum 
können wir dabei als die Gesamtheit derjenigen Stellen ju Q definieren, 
zu welchen es kein e > 0 gibt derart, daß in dem Intervalle \ ju — ju 0 \ < e 
jedes o ilc (ji) konstant, gleich o ilc (ju Q ) ist, wobei ||^- fc (^)|| irgendeine 
der Grenzspektralmatrizen bedeutet. Diese Definition ist (vorübergehend) 
notwendig, da wir zunächst noch nicht wissen, ob es nicht mehrere Grenz- 
spektralmatrizen gibt. Nun sind die erwähnten Energiematrizen durchweg 
Q -Matrizen. Wir wollen daraus schließen, daß auch das Abschnitts- 
spektrum auf einer Halbgeraden liegt, d. h. daß diese Matrizen halb- 
beschränkt, also nach § 108 gewiß statistisch sinnvoll sind. 

Beim Beweis können wir ohne Einschränkung der Allgemeinheit 
annehmen, daß das soeben definierte Spektrum der (^-Matrix \a ilc \\ 
auf der Halbgeraden [x > 0 liegt, so daß nach der Schlußbemerkung 
von § 107 

+ 00 +0O 

a iic = Jv d °i fc G") = L L <<do ih (p) 

— oo 0 

gilt. Die Behauptung, daß nämlich die Matrix \\a ile \\ halbbeschränkt ist, 
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läuft, wie wir wissen, darauf hinaus, daß die Hermitesche Form 

mm mm + co 

(*) U 11*4**4** = JB 2 J f* da M%i% k 

1=1 k=l i=l k=l 0 

nichtnegativ definit ist. Nun ist aber 

00 00 

2 2°4*{h)*4** 

1=1 k=l 

eine nicht abnehmende Funktion von ju (vgl. S. 226). Setzt man hier 
x. = 0 für i > m, so folgt, daß auch die Abschnittsform 

m m 

i=l k=l 

nicht abnehmend, und daher der Ausdruck 

+f° m m 

J Iii 2 U°iic(ß)*i*jc 

0 i=l k=l 

gewiß ^0, d. h. die Form (*) nichtnegativ definit ist. 

Damit ist gezeigt, daß die Endpunkte des Spektrums und 
des Abschnittsspektrums identisch sind, daß also jedes Hydrogen- 
spektrum zu einer halbbeschränkten, also erst recht statistisch sinn- 
vollen Matrix gehört (sobald die Q- Bedingung als erfüllt angenommen 
wird). — Unnötig ist zu betonen, daß dabei nicht verlangt wird, daß 
die volle Halbgerade /li <[ m ($) bzw. ju ^ n ($() vom Abschnittsspektrum 
oder vom Spektrum bedeckt sein soll, so daß Spektrumslücken (z. B. die- 
jenigen zwischen den Balmertermen) sehr wohl mit erlaubt sind. 

§ 111. Der Toeplitzsche Satz über definite Matrizen. 

Wir haben jetzt noch den Beweis des seit S. 229 benutzten 
Toeplitzschen Satzes, sowie der Grenzgleichung (427) nachzuholen. Es 
sei also §B = ||&. fc || eine Hermitesche Matrix, für welche die Be- 
dingung (423) erfüllt ist, und jsö^j 1 = || \\{ n ) die gewiß vorhandene 
Reziproke von < jS [n] . Da ^8 [n] positiv definit ist, so gibt es nach § 28 eine 
rekursive Matrix mit $$ [n] = <&* n) . Und zwar ist die unter (96) 
angegebene Matrix aus jö[ W ] offenbar derart abgeleitet, daß der n-te 
Abschnitt von + gleich ist. M. a. W., es gibt eine von n 

unabhängige unendliche rekursive Matrix ©, deren n-tev Abschnitt 
@[n] = ®(n) ist. Man hat daher S8 W = © (n) @ ( * } , also 
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Nun ist © [W ] rekursiv, so daß in der Diagonale von Null verschiedene 
Elemente stehen, während oberhalb der Diagonale alles verschwindet. 
Die Reziproke (S^j 1 wird wieder rekursiv sein. Die zugehörigen 
homogenen Gleichungen können dabei eben rekursiv gelöst werden. 
Es versteht sich also von selbst, daß es wieder eine von n unabhängige 
unendliche rekursive Matrix S = ||^ Ä || gibt derart, daß (S^ 1 = % [n] , 
mithin gilt, welche Matrix von (%* %\ n ] wohl zu unter- 

scheiden ist. Es zeigt sich nun sofort, daß in einem leicht verständ- 
lichen Sinne lim X[t] % [n ] = lim %\ n \ gilt- Zunächst hatten wir näm- 

n— x w=oo 

lieh SJjfl = || Bik\\ in) gesetzt, es ist also 
(429) B^=Zt ji t jli ' 

2=1 

Man hat ferner wegen (53), (211), (213) 

(P = M (Iffi Sw) = M (»w ) = m (»w ) = = STTO = k ° nSt " 

so daß % beschränkt, also eine Q- Matrix ist, und daher die Reihe 

CC — Uli* 

2] t. . t. h , das (i, k)-te Element der beschränkten Matrix || B ik || = £ St, 

konvergiert. Wegen (429) hat man also B^ —>Bu c , womit der 
Toeplitzsche Satz bewiesen ist. — Um endlich auch (427) zu beweisen, 
haben wir zu zeigen, daß 

limm(||ß^|| (w) ) = limm(||ßu'|U) 

gilt. Da es sich um positiv definite Matrizen handelt, können wir 
beidemal M an Stelle von m setzen. Es bleibt demnach nur zu be- 
weisen übrig, daß 

limM(||ß|?|! (w) ) = M(iißa||), 

n— x 

d. h. 

Um M (Sa Em) = M (£*!£), 

n=co 

oder mit Rücksicht auf (53), (235) einfach (P (£ [w] )) 2 — ► (P (£)) 2 gilt, 
was aber per definitionem (S. 124) richtig ist. 

Es ist bereits vermerkt worden, daß die Halbbeschränktheit zwar 
hinreichend, aber nicht notwendig ist für den statistisch sinnvollen 

Charakter. Die Behauptung kann am einfachsten mit der Toeplitzschen 

•» 

Theorie der Potenzreihen f(z) = 2J a n + i zn vom Konvergenzradius 1 

w=o 
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belegt werden. Es seien die Koeffizienten a reell, also die Matrix 
II c&\ i _ lc \ || Hermitesch. Es sei ferner 5] | a n \ " konvergent, d. h. f (z) möge 

beim radialen Grenzübergang | z | — ► 1 in eine (bis auf eine Nullmenge 
eindeutig bestimmte), samt ihrem Quadrat nach Lebesgue integrierbare 
Randfunktion f(e ie ) übergehen, ohne daß || ß| 4 -_ 7£ | j| auch beschränkt ist. 
Der Cauchyschen Integralformel (in welche hier die Integraldarstellung der 
Resolvente übergeht), läßt sich dann nach den Elementen der Funktionen- 
theorie entnehmen, daß || a\ j| statistisch sinnvoll ist, indem die Grenz- 
werte (420) existieren. Andererseits können wir die Randfunktion f(e ie ) 
derart wählen, daß sie, abgesehen von etwa endlich vielen logarithmischen 
Unendlichkeitsstellen, für 0 <[ 0 <^ 2 n analytisch ist und ihr Werte- 
vorrat die ganze reelle Achse der /"-Ebene bedeckt. Dann ist || | || 
gewiß nicht halbbeschränkt und dennoch statistisch sinnvoll. Doch ist 
nicht jede Hermitesche (^-Matrix statistisch sinnvoll: der auf S. 221 
unter c) erwähnte Fall ist, wie wir jetzt sehen werden, bei passendem % 
sehr wohl möglich. 

§ 112. Das Seidel-M. Sternsche Kriterium bei speziellen 
Jacobischen Matrizen. Über die Koordinatenmatrix 
des linearen Oszillators. 

Eine der Bedingung 

(430) a ih = 0, |i-*|>l; a ii + 1 = a i+u + 0; «,.,.jo 

genügende (ersichtlich Hermitesche) Matrix, die sonst beliebig sein 
kann, bezeichnen wir allgemein als eine Jacobische Matrix [sie ist, 
wie man durch Anschreiben der Kopplungsform von $l [n] sofort erkennt* 
dann und nur dann beschränkt, wenn | a u | < const., | a ii + 1 ] < Const. 
gilt, d. h. wenn die Elemente beschränkt sind; bei beliebigen Matrizen 
ist es freilich nicht so]. Die Jacobischen Matrizen sind finit, also 
gewiß (^-Matrizen. 

Ist in einer Jacobischen Matrix 5( auch jedes Diagonalelement a {i 
gleich Null, so daß (vgl. S. 70) 



(431) 



21 = 



0 


-\ 


0 


0 


-\ 


0 


— b 2 


0 


0 


- \ 


0 


-h 


0 


0 


-\ 


0 



wird, so sind die (/), d. h. die „Eckenelemente" in der Resolvente 
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der %[ n ], nach S. 73 die Näherungsbrüche des formal gebildeten 
unendlichen Kettenbruches 

(432) a (X) = "* . 



Dieser Kettenbruch ist aber nach Seidel und M. Stern für rein imaginäre k 
dann und nur dann konvergent, wenn die Reihe 

(433) jSB n , wo B n = 1 , B 0 =l 

ist, divergiert. Ist also die Reihe (433) konvergent, was z. B. für 

||& n || = Cw ö , (5 > 1 zutrifft, so ist der Grenzwert lim R.!$) (A) für 

n= oo 

i = k = 1 und für rein imaginäre X nicht vorhanden, also ist dann 
(vgl. S. 225) die Matrix (431) gewiß nicht statistisch sinnvoll. Es ließe 
sich leicht zeigen, daß die Divergenz der Reihe (433) nicht nur not- 
wendig, sondern auch hinreichend ist dafür, daß (431) sich als statistisch 
sinnvoll erweist. Da die Reihe für | b n | = C n 8 , d < 1 divergiert, so ist 
daher die wohlbekannte Koordinatenmatrix des Heisenbergschen linearen 
Oszillators gewiß statistisch sinnvoll [jedoch, wie aus der vorher ge- 
machten Bemerkung hervorgeht, gewiß nicht beschränkt]. Unter Be- 
nutzung der auf S. 194 mit y n (?,) bezeichneten Polynome, die übrigens 
die Näherungsnenner von (432) sind, kann man die Heisenbergsche 
Matrix sofort in die Schrödingersche Fassung umrechnen. Bei wirk- 
lichen physikalischen Problemen kommen freilich Matrizen mit mehreren 
Zeigerpaaren in Betracht und durch die Separation der Variablen kann, 
wie das Wasserstoffmodell zeigt, der formale „Jacobische" Charakter 
der Matrix verloren gehen. 



§ 113. Beliebige Jacobische Matrizen. 

Das Divergenzkriterium (433) entscheidet nur, ob der Fall c) oder 
aber nicht der Fall c) vorliegt (S. 221), kann aber, wenn der Fall c) nicht 
vorliegt, nicht entscheiden, welche der beiden weiteren Möglichkeiten 
a), b) vorliegt. Nun gibt es aber ein Kriterium, welches nicht nur 
im Falle (431), sondern bei beliebigen Jacobischen Matrizen (430) zu 
entscheiden gestattet, ob der Fall a) oder aber nicht der Fall a) 
vorliegt. 
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Eine beliebige Jacobische Matrix ist, wie sich ebenso wie in dem 
Spezialfälle (432) zeigen läßt, dann und nur dann statistisch sinnvoll, 



wenn der „assoziierte Kettenbruch" 



(434) n (?) = 



a x — A - 



a 1 K 1 



a, - A ■ 



k — 



für alle nicht reellen /, oder, was nach dem Satze von Vitali dasselbe 
ist, etwa für alle rein imaginären / konvergiert; und zwar hat man 
dann in jedem nicht reellen Bereiche sogar eine gleichmäßige Kon- 
vergenz. Dies reicht jedoch noch nicht aus, um die Regularität 
der Jacobischen Matrix, d. h. das Vorliegen des Falles a) sicher- 
zustellen. Hierfür muß vielmehr k (/) einen von Hamburger ent- 
deckten besonderen Konvergenzcharakter aufweisen, der von Hellinger 
mit den Weyischen Untersuchungen über lineare Randwertprobleme 
bei wesentlich singulären Differentialgleichungen in Zusammenhang 
gebracht wurde. Dieser besondere Konvergenzcharakter, die „voll- 
ständige Konvergenz", folgt aus der einfachen gleichmäßigen Konvergenz 
noch nicht. Es gibt also statistisch sinnvolle Matrizen, die nicht regulär 
sind: der Fall b) auf S. 221 ist keine leere Möglichkeit. Wir wollen 
über das Regularitätsproblem der allgemeinen Jacobischen Matrizen 
ebenfalls nähere Angaben machen, doch müssen wir uns leider auf 
ein Referat beschränken und wegen Beweis auf die Arbeiten von 
Hamburger und Hellinger, sowie auch auf die mehrfach erwähnte Schrift 
von Carleman verweisen, der diese Ergebnisse in seine allgemeine 
Theorie eingeordnet hat. 



§ 114. Das Hamburgersche Momentenproblem. 

Als Momentenproblem bezeichnet man die Aufgabe, das unendliche 
System der Integralgleichung 

+ 00 

(435) J jLt n d Q (iu) = m n ; n = 0,1,2,..., 

— 00 

bei gegebenen m n durch eine nicht abnehmende Funktion q (ja) zu 
erfüllen, die keine Treppenfunktion sein soll, also entweder unendlich 
viele Sprünge oder ein Nichtkonstanzintervall haben muß. Offenbar müssen 
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alle m n reell sein. Hat das Momentenproblem eine Lösung, so sind 
alle Integrale (435) absolut konvergent. Denn die m 2w sind sicherlich 
absolut konvergent, und für die ungeraden Momente gilt nach der 
Schwarzsehen Ungleichheit 

(436) / \t*r +1 dßM£ iK.nW,. 

— 00 

Da es sich um Stieltjessche Integrationen handelt, haben wir zwei 
Lösungen, die — bis auf eine additive Konstante — an ihren Stetig- 
keitsstellen übereinstimmen, nicht als verschieden zu betrachten, so 
daß wir fortan nur Lösungen zulassen wollen, die von rechts stetig sind 
und in denen die additive Konstante durch g (— oo) = 0 festgelegt ist. 
Letztere Normierung ist stets möglich. Denn gibt es überhaupt eine 

+ oo 

Lösung, so ist sie wegen J dg (jjl) = m 0 gewiß beschränkt, sie ist ferner 

— 00 

nicht abnehmend. Man hat daher g (+ oo) — g (— oo) = m 0 , so daß 
die Normierung auf ^(+oo) = m 0 hinausläuft. Es wurde bereits be- 
tont, daß es beschränkte, nicht abnehmende Funktionen gibt, für welche 
die Integrale (435) von n = 1 an divergieren. — Umgekehrt ist auch 
(435) nicht immer lösbar: es wird von der Lösung zu viel verlangt. 
Damit das Momentenproblem lösbar ist, müssen, wie sich leicht zeigen 
läßt, die Abschnittseigenwerte der unendlichen Hankeischen Matrix 1 ) 

m 0 m 1 m 3 
m 1 m 2 . ' 

m 2 . ' ' 

durchweg > 0 sein (sie dürfen sich bei Null häufen, nicht aber auch 
verschwinden, da sonst die Lösung höchstens eine Treppenfunktion 
sein könnte). Hamburger hat nun bewiesen, daß diese Bedingung 
für die Lösbarkeit des Momentenproblems (435) nicht nur notwendig, 

l ) Die (reellen) Toeplitzschen Matrizen (vgl. S. 208) sehen demgegenüber 
so aus: 

cc 0 a x cc 2 

<*i «o K i 
a 2 cc L ct 0 



(437) ||m. +t 




II «»-»II- 
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sondern auch hinreichend ist. Hamburger führt den Beweis seines 
Existenzsatzes in der Sprache der Kettenbrüche. Einen mehr direkten 
Beweis hat später im Anschluß an einen von Stridsberg gegebenen 
Algorithmus M. Riesz gegeben. Der springende Punkt ist beidemal 
der Hellysche Fortpflanzungs- bzw. Auswahlsatz von Kap. II. 

§ 115. Fortsetzung. Bestimmte Momentenprobleme. 

Die Frage, wann das Momentenproblem mindestens eine Lösung 
hat, ist damit erledigt. Uns interessiert indessen eine andere Frage: wann 
ist das Momentenproblem bestimmt (determine)? M. a. W., gesetzt, daß 
die Hamburgersche Bedingung erfüllt, d. h. mindestens eine Lösung q 
vorhanden ist, wann gibt es nur eine Lösung? [Zwei Lösungen q lf £ 2 , 
für welche q x (jll -\- 0) — Q 2 (/li + 0) = konst. gilt, sind dabei nicht als 
verschieden zu betrachten.] Die Antwort hat Hamburger ebenfalls in 
der Sprache der Kettenbruchlehre geliefert (siehe oben, S. 238). Den 
Zusammenhang seines Ergebnisses mit der Theorie der unendlichen 
Matrizen hat, wie erwähnt, Hellinger aufgedeckt. Wir gehen nunmehr 
zu diesen Untersuchungen über. 

Es sei das Momentenproblem lösbar und es sei q (/li) eine Lösung. 
Man kann dann eine (und, bis auf den belanglosen Faktor + 1, auch 
nur eine) Folge von reellen Polynomen y lt y 2 , . . wobei y n genau vom 
Grade n — 1 ist, derart bestimmen, daß 

(438) IxMzMdQ(fi) = S ik 

— oo 

wird (vgl. S. 188). Dieses Integral, und allgemeiner das Integral 

+ oo 

(439) j $(jjL)dQ Ca) ( <£ = ein Polynom) 

— 00 

ist gewiß absolut konvergent, da ja die Momente (435) existieren. 
Ferner hat das Integral (439) für alle evtl. verschiedenen Lösungen q 
von (435) einen und denselben Wert, da ja eben alle diese q Lösungen 
von (435) sind. Man kann also die vollkommen bestimmte Matrix 

+ 00 

(440) || «„ || = || / ft xM yjp) d Q (fi) ||" 

— 00 

bilden, welche offenbar (vgl. S. 189) eine Jacobische Matrix ist. Es stellt 
sich nun heraus, daß das (lösbare) Momentenproblem (435) dann und 
nur dann bestimmt ist, wenn diese Jacobische Matrix regulär ist, d. h. 
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wenn für (440) der Fall a) von S. 221 vorliegt. — Umgekehrt kann jede 
Jacobische Matrix (430) in der Gestalt (440) dargestellt werden. Die 
Polynome y { sind dabei immer restlos bestimmt, die Belegung hin- 
gegen dann und nur dann, wenn die mit ihr gebildeten Zahlen m n zu 
einem bestimmten Momentenproblem gehören. 

Ein hinreichendes Kriterium dafür, daß das als lösbar voraus- 
gesetzte Momentenproblem (435) bestimmt ist, besteht nach Carleman 
in der Divergenz der Reihe 

(441) jkprr. 

n 

Es genügt also, wenn | y m n | < Kn 2 ist. Dies ist bereits von Ham- 
burger und von ihm unabhängig von Polya gefunden worden. Ham- 
burger hat zugleich gezeigt, daß seine Bedingung nicht wesentlich 
weiter verschärft werden kann, indem es lösbare und nicht bestimmte 

Momentenprobleme gibt, für welche | ]/m n | < Kn 2+£ bei jedem s > 0 
gilt. Vgl. auch die Bemerkung auf S. 102. 
Setzt man 

j* 4 _ _ 4 _ 

(442) g(fi) = 0, /u<0; g (jj) = J (l - sin e ^ v dv, ^ ^ 0, 

o 

so ist das Momentenproblem nicht bestimmt 1 ), d. h. es gibt von (442) 
wesentlich verschiedene Belegungen, die bez. dieselben Momente wie 
(442) haben, so daß (440) nicht regulär, wohl aber halbbeschränkt, also 
statistisch sinnvoll ist. Der Beweis ergibt sich aus der Theorie von 
Stieltjes, der in einer unsterblichen Abhandlung alle diese Fragen 
überhaupt aufgeworfen, seinen Integralbegriff eingeführt, das Momenten- 
problem in dem nach ihm benannten Spezialfall q(/u)=0, ki < 0 
samt den zugehörigen Jacobischen Matrizen eigentlich restlos erledigt 
hat — obwohl dies erst später, eigentlich nur zwanzig Jahre nach Stieltjes 
zutage trat, als nämlich Toeplitz und Hellinger die Zusammenhänge 
mit der Hilbertschen Theorie aufgedeckt haben (vgl. § 87) — so 
daß Stieltjes wohl als der Vater der Spektraltheorie zu betrachten ist. 
Er legte dabei nicht die „assoziierten Kettenbrüche" (434), sondern die 
„korrespondierenden" zugrunde, die eben dem Stieltjesschen Spezial- 
fall angepaßt und dementsprechend u. U. bereits dann versagen, wenn 

*■) Denn es gilt 

+ 00 4,- 

Jft" e sin V," dfi = 0 für n = 0, 1, 2, . . . . 
o 

Wintner, Spektraltheorie. 16 
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q(jz) = 0, ju < c nur mit c < 0 gilt, trotzdem dabei die Matrix halb- 
beschränkt ist. — Ist das Stieltjessche Momentenproblem 

(443) / j u n dQ(f*) = m n ; « = 0,1,2,... 

0 

nicht bestimmt, so ist es erst recht das Hamburgersche nicht, das zu 
denselben m n gehört. Man setze nämlich die zunächst nur für /u^>0 
erklärte Lösung von (443) für /u < 0 einfach gleich dem Wert, welche 
die Lösung von (443) für /u = 0 annimmt. 

Da unser o ik (ju) ||) nicht abnehmend ist, so läßt (305) unmittel- 
bar erraten, daß das Momentenproblem nicht nur für die Jacobischen 
Matrizen von Bedeutung ist. Allerdings haben wir jetzt zu beachten, 
daß, wenn 51 nicht beschränkt ist, die Potenzen von 51 nicht zu exi- 
stieren brauchen. Ist aber 51 finit, so ist auch 5l n fmk, also eine 
Q- Matrix. Es sei allgemeiner 51 eine Hermitesche (^-Matrix, deren 
sämtliche Potenzen vorhanden und außerdem Q- Matrizen sind. Dann 
kann man nach Carleman nach einer sinngemäßen Wiederholung der 
§ 107 angewandten Schlußweisen zeigen, daß (305) gewiß gilt, wo- 
bei ||a t . fc || die Grenzspektralmatrix der etwa als statistisch sinnvoll an- 
genommenen Matrix 51 bezeichnet. 

§ 116. Die Carlemansche „Feldtheorie". 
Statistische Stabilität. 

Wir haben gesehen, daß es Momentenprobleme gibt, die nicht 
bestimmt sind, trotzdem die Jacobische Matrix statistisch sinnvoll ist. 
Es gibt also dann zwar nur eine Grmzspektralmatrix, es gibt aber 
noch weitere, von der Grenzspektralmatrix verschiedene, jedoch mit 
ihr an sich gleichberechtigte „Spektralmatrizen" für die Jacobische 
Matrix; nur treten sie durch Betrachtung der Abschnitte nicht in Evidenz. 
Es liegt also nahe, den Grenzprozeß, der den w-ten Abschnitt der un- 
endlichen Matrix in die unendliche Matrix überführt, derart zu ver- 
allgemeinern, daß auch weitere Spektralmatrizen erscheinen. 

Wir gehen nunmehr zu einer diesbezüglichen Untersuchung von 
Carleman über. 

Wir denken uns alle Hermiteschen Q- Matrizen 51 zu einem „Raum", 
oder wie wir lieber sagen wollen, zu einem „Feld" vereinigt, in welchem 
jedem „Punkte" eine und nur eine Matrix entspricht, und umgekehrt. 
Wir sagen, eine „Punktfolge", d. h. eine Folge 5U 2 ^ ... von un- 

endlichen Hermiteschen Q- Matrizen 51^ = || jj konvergiere im Mittel 
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gegen den Punkt 21= ü^fcH' und schreiben hierfür kurz 2I( n > {— 
n —+ -\- oo, wenn 

(444) lim J|a. k -air } | 2 =0 

n— oo k=l 

bei einem jeden i gilt. Es wird nicht verlangt, daß diese Grenz- 
gleichung gleichmäßig in i besteht. Versteht man unter $ M = 1 1 fl^jj 1 1 
die unendliche Matrix, deren n-ter Abschnitt mit dem n-ten Abschnitt 

von % identisch ist, während dfl= d ilt gilt, wenn mindestens einer 
der beiden unteren Zeiger >n ausfällt, so gilt $1 gewiß. 

Der Einführung der Grenzspektralmatrizen liegt ersichtlich die Be- 
schränkung auf diese einfachsten, % mittelkonvergent approximieren- 
den Folgen zugrunde. Wir lassen jedoch jetzt nicht nur diese {2U n] }, 
sondern beliebige Folgen {^(W} mit %{ n ) {— ►} 21 zu und fassen den 
Ersatz von % durch % ( n ) und den darauf folgenden Grenzübergang 
n — ► oo als eine Art virtuelle Störung von % auf. Wir werden sehen, 
daß für % durch diese Störungen ebenso Spektralmatrizen induziert 
werden, wie dies im Spezialfälle $W = 2t [n] der Fall war (S. 225). 
Hatten dabei alle Teilfolgen von 2l [n] für % dieselbe Grenzspektral- 
matrix induziert, so haben wir % als statistisch sinnvoll bezeichnet. 
Hat die Matrix Sil die wesentlich weitergehende Eigenschaft, daß alle 
mittelkonvergenten Störungen für % eine und dieselbe verallgemeinerte, 
„feldmäßige" Spektralmatrix induzieren, so werden wir dies dahin zu 
deuten haben, daß % im Felde eine stabile Lage hat, kurz, daß % 
nicht nur statistisch sinnvoll, sondern außerdem statistisch stabil ist 
[während der statistisch sinnvolle Charakter allein nur eine Art bedingte 
Stabilität, d. i. Stabilität gewisser Störungen gegenüber ausspricht]. — 
Ich versehe hierbei nur ein Ergebnis von Carleman mit einer anschau- 
lichen Nomenklatur und muß jetzt zum mathematischen Inhalt über- 
gehen, und vor allem erklären, was überhaupt bei beliebigen Störungen 
unter dem „Induzieren" zu verstehen sei. 

§ 117. Feldresolvente und Feldspektralmatrix. 

Es sei { — ► und es bezeichne $ftj n * die Grenzresolvente von 
% ( n >, oder, wenn $[{ n ) nicht statistisch sinnvoll ist, irgendeine der 

Grenzresolventen, endlich sei || a ir } (/^)|| eine zu gehörige Grenz- 

spektralmatrix und zwar eben diejenige, für welche 



(445) $ 



*'»} 



= \\Rli\i) 



16* 
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gilt. Unter X ist durchweg irgendeine nicht reelle Zahl verstanden. 
Wegen (409) ist M ( [| R^ (i) |[ ) <; Ersetzt man hierbei M durch 

P, so multipliziert sich die Schranke wegen (212) höchstens mit 2, 
mithin ist (vgl. S. 130) 

(446) i\Rti ] W\*<r(l)<+oc } 

wobei r(X) nur von X abhängt. Wegen (444) sind die in (444) hinter 
dem Limeszeichen stehenden Summen unterhalb einer höchstens von i 
abhängigen, also von n unabhängigen Schranke gelegen. Da anderer- 

oo * 

seits ^|# i7c | J bei einem jeden i konvergiert ($ ist ja eine Q- Matrix), 

so folgt daraus, nach einer leichten Benutzung der Schwarzsehen Un- 
gleichung und ihrer Umkehrung, daß es eine von n unabhängige, also 
höchstens von i abhängige Schranke C { geben muß, für welche 

(447) ik ! * } r<C.< +» 

ausfällt, wobei freilich C { von der mittelkonvergenten Folge 
abhängt, die wir fest gewählt haben. 

+ oo 

Mit Rücksicht auf (421), wegen f \ doffl (ju)\ und nach dem 

— 00 

Montelschen Satz können wir nun aus eine Teilfolge {^t^»)} 

derart aussondern, daß (/) für n— >oo und für alle nicht reellen X 

einer Grenze R ik (X) zustrebt, wobei mit Rücksicht auf das Diagonal- 
prinzip angenommen werden kann, daß die h von (i, k) unabhängig 

** w** 

sind. Die Matrix 9i^= bezeichnen wir als eine Feldresol- 

vente von %. Wir dürfen nun ebenso weiter schließen, wie auf S. 169 ff., 
so daß wir uns kürzer fassen können. Nach dem Fundamental- 
kriterium (§ 48) gibt es eine und nur eine, für /u — ► — oo ver- 
schwindende, von rechts stetige Funktion mit einer Totalschwankung 
<[ 1 derart, daß + „ 

(448) R*^)=jj®M 

— 00 

gilt. Wir nennen || a*/fc(/^)|| eme Feldspektralmatrix von 21; sie wird 
durch {Sl^*}} „induziert". Die Kopplungsform der Feldspektralmatrix 
ist auf E durchweg ^> 0 und <^ 1 und nimmt mit ju nicht ab. Man 

hat ferner M (|| R iJc (X) l|) ^ & r;i . Dies alles bleibt nämlich bei dem 

Grenzübergang h n — > + oo offenbar erhalten. 
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§ 118. Stabilität der regulären Matrizen. 

Die Feldspektralmatrix j| *o* fe (/t)|| von 21 kann von verschiedenen 
Umständen abhängen, so von der zugrunde gelegten mittelkonvergenten 
Folge {21^} und außerdem von ihrer induzierenden Teilfolge {$1^»)}. 
Es sei nun verlangt, daß 2( derart ist, daß es dennoch nur eine 
Feldspektralmatrix, oder was offenbar dasselbe bedeutet, nur eine Feld- 
resolvente hat. In diesem Falle nennen wir 21 statistisch stabil. Wie 
schwerwiegend diese Stabilitätsannahme ist, geht bereits daraus hervor, 
daß die Matrizen der mittelkonvergenten Folge nicht statistisch sinn- 
voll zu sein brauchen, also verschiedene Grenzspektralmatrizen haben 
können, während wir verlangen, daß der Limes *o ik (ju) dennoch ein- 
deutig bestimmt sei. Es liegt also nahe, an Stelle der absoluten Sta- 
bilität nur eine bedingte zu verlangen, d. h. beim Induzieren der Feld- 
spektralmatrizen für 51 nur virtuelle Störungen einer bestimmten Art 
zuzulassen, die eben der Natur von % oder der Problemestellung an- 
gepaßt ist. 

Dennoch gibt es statistisch absolut stabile Matrizen: wir beweisen 
nach Carleman, daß die regulären (also z. B. die beschränkten) Matrizen 
stabil sind. 

Es sei c = (c l? c 2 , . . .) irgendein quadratisch konvergenter Vektor. 

Da SR] hn ' eine Grenzresolvente von ist, so ist, wie wir wissen, 

(S. 218), 

(449) = J!R}f H) {i) c. 

gewiß eine quadratisch konvergente Lösung von (X (S — ^{^})y = c> 
d. h. von 

(450) axM^ — JjafM xi**) = c 

Und zwar gibt es eine nur von X abhängige Schranke Ä(X), der- 
art, daß 

(451) J|^ { ^M 2 < yi W*^! c /i 2 

t=i i=l 

ausfällt. Dies ist aus (449) unmittelbar abzulesen, wenn man beachtet, 
daß die Kopplungsform einer jeden Grenzresolvente || R^ft) j| auf E ab- 
solut <[ 1 ist. Dies gilt, wie erwähnt, auch von der Feldresolvente 
|| R. k (i) ||, die also ebenfalls beschränkt ist, so daß der Vektor j mit 
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den Komponenten 

(452) Xi= %*i {X)c 

j = l 

eine endliche Norm hat. Da nach Definition n) (/) -^R. k (X), n — ► oo 
gilt, so folgt aus (449), (451), (452) mit Rücksicht auf das Majoranten- 
kriterium der starken Konvergenz die Grenzgleichung xX h ^~^x i . 
Andererseits gilt auch 

(453) J«<>> % J fl v , 
also wegen (450) 

(454) Ax t — IJa.jXj = c { ; (AS - «) 5 = c . 

Um (453) zu beweisen, genügt es, zu zeigen, daß für w— * + oo beide 
Differenzen 

(455) J MW - « ) * (W , J a (*. _ *{*»>) 

nach Null streben. Für die erste ist dies aber wegen (447), (451) 
nach der Schwarzsehen Ungleichheit trivial, für die zweite folgt es aus 
dem Majorantenkriterium (§ 57). Also ist (454) richtig. Eine Lösung von 
(454) wird wegen (452) durch die (gewiß beschränkte) Feldresolvente 
von % geliefert, die irgendeine der Feldresolventen von 21 sein kann. 
Gibt es also immer nur eine quadratische konvergente Lösung, so 
kann es nur eine Feldresolvente für % geben. M. a. W., jede reguläre 
Matrix ist statistisch stabil. Dies wollten wir beweisen. 
Man hat ferner, analog zu (453), für n— *oo 

(456) J%«> 1 _ «)»»>)_ 2*R. X - a ). 
Denn es ist wieder [vgl. (455)] 

i(Ätf»>(A) - *R*j(X)}(d Jlt X - «, s )-0, 

(457) ,=l1 ' 

.|{(<V - (V ~ Kl*" 1 W^o. 

Nun ist der Ausdruck in (456) linkerhand für alle h n gleich d ik . Denn 
die Grenzspektralmatrizen sind gewiß vordere Reziproken (S. 220). 
Also ist auch der Ausdruck rechterhand in (456) gleich d i1{ , d. h. die 
Feldresolventen sind ebenfalls vordere Reziproken. Sie sind aber auch 
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hintere Reziproken, da auch die Grenzspektralmatrizen es sind, k be- 
zeichnet hierbei immer eine beliebige nicht reelle Zahl. Gibt es 
„Spektrumslücken", so könnte man auch reelle k in Betracht ziehen. 

Die Sprünge der o liefern wieder quadratisch konvergente Eigen- 
lösungen. Ist $1 eine statistisch beliebige - Matrix , deren sämtliche 
Potenzen (^-Matrizen sind, so ist (305) nach Carleman für jede Feld- 
spektralmatrix (also nicht nur für eine Grenzspektralmatrix) von % 
richtig. — Dies gibt eine Erklärung für den Sachverhalt, von welchem 
wir auf S. 242 ausgegangen sind. 

Auf eine Umkehrung des vorher bewiesenen Satzes, nach welcher jede 
„extremale" quadratisch konvergente Lösung von (454) mittels einer 
Feldresolvente von $1 in der Gestalt (452) dargestellt werden kann, 
sowie auf die Frage, inwiefern eine „stabile" Matrix gewiß regulär 
ist, kann ich hier leider nicht mehr eingehen. 



klären das Punktspektrum usf. von % wie auf S. 161 bzw. S. 177. 
Doch ist jetzt zu beachten, daß es z. B. denkbar ist, daß diese Punkt- 
mengen jetzt vielleicht nicht mehr eindeutig durch % bestimmt 
sind, indem sie auch von der zugrunde gelegten Grenzspektralmatrix 
abhängen könnten. Wegen der ersten Relation (422), die auch für 
Feldspektralmatrizen gilt, hat jedes Spektrum mindestens einen Punkt, 
ist also nie leer. Um feste Vorstellungen zu haben, wollen wir annehmen, 
daß 5t regulär ist. Dann gibt es gewiß nur ein Punktspektrum, nur 
ein Streckenspektrum und nur ein Häufungsspektrum, da es auch 
nur eine Feldspektralmatrix gibt, die übrigens nach Carleman 
unseren infinitesimalen Orthogonalitätsrelationen gewiß genügt; siehe 
S. 225. Ferner ist jede Spektralmatrix jeder Matrix % beschränkt 
(S. 244), und auch jede unitäre Matrix U ist beschränkt. Es liegt 
also nahe, daß Hauptachsenproblem von $1 wieder „hinter das Inte- 
gralzeichen" zu verlegen, also die Aufgabe rein statistisch zu fassen 
und sich mit einer unitären Matrix U begnügen, bei welcher die 
Matrix U || a ik (ju) |j II -1 , wie bei (262), in einen rein streckenspektralen 
Bestandteil und außerdem in eine Summe von (diagonalen) punkt- 
spektralen Bestandteilen zerfällt, die von jenem und voneinander ge- 
trennt sind. 

Wir haben bei den beschränkten Matrizen diesen „statistischen" 
Weg nur aus methodischen Gründen verfolgt. In das Schlußresultat 
der Hauptachsentransformation, daß nämlich U^CilT 1 in eine Summe 
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getrennter Diagonalmatrizen und einer von diesen getrennten, diagonal 
irreduziblen (d. h. rein streckenspektralen) Matrix \\a ik \\ zerfällt, geht 
ja die Spektralmatrix überhaupt nicht ein, so daß wir auch direkt an 
51 hätten anknüpfen können. Ist aber 51 eine nicht beschränkte Q- Matrix, 
so stößt dies auf Schwierigkeiten. Vielleicht ist nämlich 51 derart, daß 
z. B. 1151 mit II -1 überhaupt nicht multipliziert werden kann, indem 
die Reihe, welche das (i, k)-te Element der Matrix (11 51) II -1 bilden 
würde, divergiert. Es scheint also zunächst angemessen zu sein, 
sich auf die Betrachtung der immer beschränkten Spektralmatrizen zu 
beschränken. Ist 51 beschränkt, so transformieren sich 51 und ||o iÄ Gw)|| 
kogredient. Insbesondere war das Spektrum unitär invariant. Jetzt 
entsteht aber eine Schwierigkeit. Gesetzt, daß ll^lU" 1 bei der nicht 
beschränkten Matrix 51 sich als (U 51) IT 1 oder als U(^U -1 ) bilden 
läßt. Dann leuchtet es überhaupt nicht ein, daß z. B. die Grenzspektral- 
matrix der etwa statistisch sinnvollen Matrix 51 durch 11 in die Grenz- 
spektralmatrix von II 51 II" 1 übergehen muß. Denn ein Eigenwert von 
5l[ W ] ist eben nur w-ären unitären Transformationen gegenüber invariant. 
Anders ausgedrückt: die Gleichung U [n] 51 [w ] = (1151U*) [W] ist im all- 
gemeinen unrichtig — auch wenn 51 und II durchweg finit sind — 
und die Abschnitte der für den Hilbertschen Raum unitären Matrix 11 
sind, mit Ausnahme von leicht diskutierbaren Grenzfällen, keine unitäre 
Matrizen für die bez. Abschnittsräume, so daß E durch 11 eineindeutig 
in sich übergehen kann, ohne daß dies für E [n j, U[ n ] gelten würde; vgl. 
übrigens die Fußnote auf S. 66. Außerdem steht es nicht fest, daß 
11 51 U -1 statistisch sinnvoll ist, wenn 51 es war. Nach einer freundlichen 
mündlichen Mitteilung von Herrn J. v. Neumann kann man z. B. jede 
reguläre nicht beschränkte Matrix in eine nicht reguläre unitär über- 
führen, man kann eine Matrix von durchweg positivem Spektrum in 
eine solche mit durchweg negativem Spektrum transformieren, usf. 

Doch wird man bei „vernünftigen" 51 wohl immer nur passend ge- 
wählte „vernünftige" 11 betrachten müssen. Z. B. die Formeln (328), 
(329) des Korrespondenzprinzips stehen auch bei nicht beschränkten 
Matrizen zur Verfügung. Überhaupt könnte man das Korrespondenzprinzip 
bei gehöriger Vorsicht auf nicht beschränkte Matrizen unmittelbar über- 
tragen. Entsprechendes gilt erst recht für die multiplikativen Gruppen- 
klassen. Für die Quantenmechanik würde außerdem die Transformations- 
theorie der finiten 51 mittels finiter 11 sehr wesentlich in Betracht kommen, 
die Toeplitz gelegentlich angedeutet, jedoch leider nicht veröffentlicht 
hat. Aus den v. Neumannschen „Paradoxien" geht hervor, wie tiefliegend 
solche Sätze sein müssen, und wie wenig selbstverständlich es ist, daß 
dergleichen bei beschränkten Matrizen gewiß nicht vorkommen kann. 
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§ 120. Über die Stabilität des reduzierten Spektrums. 

Es sei 2t eine reguläre Matrix, ]]tf {fc (^)j] ihre (völlig bestimmte) 
Spektralmatrix. Wir haben in § 116 die Matrix 21 einer virtuellen Stö- 
rung ausgesetzt, indem wir außer 2t noch 

2t + (521, (521= (3t< Ä > — «){-*} D = ||0 j| 

betrachtet haben. Da 2t regulär, also statistisch stabil ist, so war da- 
bei doffi — > da ifc . Wir wollen hier ein etwas anders gerichtetes Er- 
gebnis von H. Weyl ohne Beweis mitteilen. Es möge sich nunmehr 
nicht um virtuelle,, sondern endliche (d. h. feste), jedoch „kleine" Stö- 
rungen handeln. Wir fragen, wie das Spektrum auf solche Störungen 
reagiert. Als eine „kleine" Störung von 21 bezeichnen wir den Ersatz 
von 21 durch 21 + SB, wobei SB eine feste vollstetige Hermitesche Matrix 
bezeichnet. Vollstetig heißt die Matrix SB, wenn sie beschränkt ist 
und durch eine unitäre Substitution tt auf die Gestalt 11 SB U -1 = || X. d ik ||, 
X { —+0 gebracht werden kann. Hierfür ist, wie wir wissen, notwendig 
und hinreichend, daß es kein Streckenspektrum gibt und daß alle von Null 
verschiedenen Eigenwerte von endlichem Gewicht sind und sich höch- 
stens im Nullpunkte häufen. N. B., SB = ||^. fc || selbst braucht nicht von 
der Gestalt \ \X. d ik || zu sein. Eine hinreichende Bedingung für dieVollstetig- 

oc go 

keit von SB besteht in der Konvergenz der Doppelreihe 2 2\ v iitV> d. i. 

i-l i=l 

der „Normalspur" von S. 28. Notwendig ist diese Bedingung bereits 
darum nicht, weil || v ik || vollstetig sein kann, ohne daß die Matrix 
|||v ffc ||| der Beträge vollstetig, ja überhaupt beschränkt wäre. — Not- 
wendig und hinreichend ist für die Vollstetigkeit der Hermiteschen 
Matrix SB, daß ihre Kopplungsform auf der Hilbertschen Einheitskugel 
gleichmäßig konvergiert. Das Produkt einer vollstetigen Matrix in 
eine beschränkte Matrix ist stets vollstetig. Da die Einheitsmatrix 
offenbar nicht vollstetig ist, so kann daher keine vollstetige Matrix 
eine beschränkte Reziproke haben. — Wir haben diese Sätze ohne 
Beweis angegeben. Sie rühren von Hilbert her, der die Theorie der 
vollstetigen Matrizen voll entwickelt hat (und zwar auch für nicht 
Hermitesche Matrizen; die Vollstetigkeit ist im allgemeinen Fall durch 
die Gleichmäßigkeit der Konvergenz der Kopplungsform zu definieren). 

Es sei 21 eine reguläre Matrix, £ das Spektrum, 6 das Strecken- 
spektrum („Bandenspektrum"), p das Punktspektrum und Ij das Häu- 
fungsspektrum. Es ist wesentlich, daß (j genau in dem auf S. 161 
erklärten Sinne verstanden werden soll. Wir führen noch eine (schlichte) 
Punktmenge ein, die wir mit t bezeichnen. Sie enthalte die folgen- 
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den Punkte und nur diese: 1. alle Punkte von 5; 2. alle Punkte von lj; 
3. diejenigen Punkte von p, die Eigenwerte von unendlich hohem Gewicht 
darstellen (so daß die zu ju (§ — $1 gehörigen homogenen Gleichungen 
unendlich viele linear unabhängige quadratisch konvergente Lösungen 
haben). Die dadurch festgelegte Punktmenge r nennen wir das redu- 
zierte Spektrum von 21. Vollstetig ist die (beschränkte) Matrix offen- 
bar dann und nur dann, wenn das reduzierte Spektrum auf den Null- 
punkt der Spektrumsgerade zusammenschrumpft. Allgemeiner ist das 
reduzierte Spektrum t = % r + p^, WODe i 3' die Gesamtheit der Häu- 
fungsstellen des schlicht gedachten Gesamtspektrums §, und p^ die 
Vereinigung derjenigen Eigenwerte unendlich hoher Vielfachheit be- 
zeichnet, die noch nicht angehören. Offenbar ist r immer abge- 
schlossen. 

Weyl hat nun bewiesen, daß das reduzierte Spektrum jeder be- 
schränkten Hermiteschen Matrix beliebigen „kleinen" Störungen gegen- 
über unempfindlich ist: 21 und 21 + SS haben dasselbe reduzierte 
Spektrum, wenn SS vollstetig ist. Wie Carleman gezeigt hat, bleibt 
dies richtig, auch wenn 2t nur regulär ist. Weyl hat ferner mittels 
der Haarschen Orthogonalsysteme bewiesen, daß das reduzierte Spek- 
trum gewissermaßen die einzige Invariante bei kleinen Spektrums- 
störungen ist. Hat z. B. 21 nur ein Streckenspektrum, das etwa das 
Einheitsintervall sein möge, so kann man eine vollstetige Matrix $8 
derart angeben, daß 2t -f- 58 kein Streckenspektrum mehr besitzt, also 
auf die Diagonalform gebracht werden kann. Da jedoch das Einheits- 
intervall, als Streckenspektrum, dem reduzierten Spektrum angehört, 
so müssen die „diskreten" Eigenwerte von 2t -f- SS (d. h. sein abzähl- 
bares Punktspektrum) auf dem Einheitsintervall überall dicht liegen. 

Über die für die Quantenmechanik so wichtige Frage einer tat- 
sächlichen Behandlung von Spektrumsstörungen liegen in der mathe- 
matischen Literatur leider keine befriedigenden Ergebnisse vor. Ins- 
besondere steht eine sinngemäße Übertragung der Hill-Brownschen 
Methoden der Mondtheorie noch aus. 



Anhang. 



Skizze einer Spektraltheorie der 
fastperiodischen Funktionen. 

Zur Illustration der Spektraltheorie soll eine Klasse von Matrizen 
betrachtet werden, welche die Mechanik der klassischen Schwingungen 
in die Matrizensprache übersetzt. Es handelt sich um eine sinngemäße 
Übertragung der Toeplitzschen Theorie der Laurentmatrizen auf die 
fastperiodischen Funktionen von H. Bohr. 

Wir wollen zunächst den Hauptsatz über diese Funktionen voraus- 
schicken. Die für — oo < t < + oo erklärte, stetige, nicht notwendig 
reellwertige Funktion f(t) möge wie folgt beschaffen sein. Ist e > 0 
fest gewählt, so gibt es eine Folge x v = x v {e)', v = l,2>... von „Ver- 
schiebungszahlen" derart, daß einerseits \f(t + r v (e)) — f(t)\^e für 
alle t und alle v gilt, und daß andererseits die Folge ins Unendliche 
wächst, ohne dabei beliebig große Lücken aufzuweisen: 

t 1 0) < r 9 0) < ► + oo; lim sup (t„ + 1 (e) - % v (e)) < + oo; 

v-> + oo 

hierbei darf der Limes superior mit e -1 unendlich werden, doch sollen 
die aufgezählten Bedingungen bei beliebig kleinem (festen) e erfüllt 
sein. Die Funktion f(t) heißt dann fastperiodisch. 

Eine periodische Funktion ist dann und nur dann fastperiodisch, 
wenn sie stetig ist. Jede fastperiodische Funktion ist für — oo < t < + oo 
gleichmäßig stetig, also insbesondere beschränkt. Konvergiert eine 
Folge von fastperiodischen Funktionen f n (t) für alle t gleichmäßig gegen 
eine Grenzfunktion f(t), so ist auch f {t) fastperiodisch. Die gleich- 
mäßige Konvergenz ist also in dem Sinne ttt (f — fj — ► 0 zu verstehen, 
wobei ttt (g) die obere Grenze von \g(t)\ für — oo < t < + oo be- 
deutet. Die untere Grenze von \g(t)\ möge entsprechend mit tt (g) 
bezeichnet werden. Es kann g fastperiodisch, durchweg > 0 und 
dennoch derart sein, daß tt (g) = 0 ausfällt, weil g (t) der Null beliebig 
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nahe kommt (ohne zu verschwinden; g(t) ist zwar stetig, das Intervall 
ist indessen unendlich). Eine ganze rationale Funktion von endlich 
vielen fastperiodischen Funktionen (m. a. W., Summe und Produkt 
zweier fastperiodischen Funktionen) ist wieder fastperiodisch, also ist 
es auch jede endliche trigonometrische Summe 

( J ) W*) + e a «e,(*) + "- + 

wobei c k konstant und 

(2) ei{t) = e > t y~i. ! = f j 0 

ist; denn die stetige, periodische Funktion e ( (t) ist gewiß fastperiodisch. 
Mithin ist eine Funktion gewiß fastperiodisch, wenn sie durch eine 
Folge {Q gleichmäßig approximiert werden kann, wobei jedes f von 
der Gestalt (1) ist (die £ dürfen dabei von n abhängen und m darf 
mit n über alle Grenzen wachsen). Es gilt nun - in Verallgemeinerung 
des Weierstraßschen Satzes über stetige, periodische Funktionen — die 
Umkehrung, daß zu jeder fastperiodischen Funktion f(t) eine Folge 
{Q von endlichen trigonometrischen Summen angegeben werden kann 
derart, daß m (f- Q^O, + oo gilt. Dies ist der Hauptsatz der 
Bohrschen Theorie. 

Wir wollen hier sogleich einen für das Spätere wichtigen Begriff 
einführen. Bei jeder fastperiodischen Funktion ist nach Bohr der Grenz- 
mittelwert 



(3) 



-L 

l(f)= lim * ( f( t )dt 



vorhanden (doch ist dies nur eine notwendige Bedingung für den fast- 
periodischen Charakter). Bezeichnet a irgendeine Konstante und t T (u) 
d le jenige Teilmenge des Intervalles - T< t £ T, auf welcher f(t) = u 
ausfallt, so ist unter Umständen auch der Grenzwert 

W «„(/) = lim * (dt 

vorhanden. Bei derartigen Betrachtungen haben die folgenden beiden, 
aus f abgeleiteten Scharen von stetigen Funktionen eine Rolle: 



und 



f a + (t) = f(t) für f(t)£cc; f a + (t) = a für f(t) ^ a 
fä(t) = f(t) für f(t)^a; U(t) = u für f{t)£a. 
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Aus der e- Definition der Fastperiodizität geht unmittelbar hervor, 
daß die beiden Funktionen f~(t) fastperiodisch sind, wenn f es ist. 
„Im allgemeinen" wird $i a (/*) für alle a verschwinden. Doch kann 
9i a (f) auch =(= 0 sein. Es sei z. B. f stetig, periodisch und derart, 
daß es in einem ganzen Intervall den Wert a hat. Allgemein be- 
zeichnet 9t (f) die Wahrscheinlichkeit a priori (relative Häufigkeit) 
des Wertes a in dem Wertevorrate von f (t). Für (4) kann man näm- 
lich offenbar auch 

mes frp (et) 

(5) *. f - lim — 

schreiben, wobei mes a das lineare Maß (mesure, Inhalt) einer Punkt- 
menge a bezeichnet. 

Wir werden später nicht diese, sondern die „integralen" Wahr- 
scheinlichkeiten benötigen. Es sei die fastperiodische Funktion f 
zunächst reellwertig, und es bezeichne t T (a) diejenige Teilmenge des 
Intervalles — T<^t<iT, auf welcher f(t)<^cc. Dann läßt sich, in 
Verallgemeinerung von (3), auch die Existenz des Grenzwertes 



(8) ».(0= lim ir ffW 



„im wesentlichen", d. h. in dem auf S. 77 präzisierten Sinne gewiß 
behaupten, und in demselben Sinne auch die Existenz von 3W 0 (f — a). 
Hierbei ist beidemal a die unabhängige Veränderliche der Grenzfunktion. 

— Auf eine einfache Herleitung dieser Behauptungen, sofern sie für 
unsere Zwecke in Betracht kommen, kommen wir auf S. 270 zurück. 
Ein Beweis, der auch etwa unter Benutzung der unstetigen Verallge- 
meinerungen der fastperiodischen Funktionen geführt wird, würde zu 
weit führen und soll hier übergangen werden. 

Es bezeichne n (/*) die untere, m(f) die obere Grenze von /"für 
alle t. Diese Zahlen sind also, im Gegensatz zu den Zahlen \l(f), 
VX(f)> evtl. negativ und nur für reelle f definiert. Es bezeichne n T (f) 
das Minimum, m T (f) das Maximum von fit) auf dem Intervall 

— T£t<LT, so daß 

(7) n(f)£n T (f), m T (f)< m (f) 

gilt, wobei das Zeichen <[ für T— ► -f- oo gewiß in = übergeht. Man 
erkläre in dem Intervall 

(S) n T (f)£<p£m T (f), 
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wobei T fest gewählt ist, eine Funktion vt( ( p) wie folgt: 
, , mes t-r (<p) 

so daß v T (cp) die Wahrscheinlichkeit a priori dafür ist, daß die 
Funktion f auf dem Intervall — T <^t <^T nicht größer als cp aus- 
fällt. Der Grenzwert 

(10) v(cp)= lim v T (cp) 

stellt daher, sofern er existiert, die durchschnittliche relative Verweil- 
zeit der Kurve f = f (t) in der Halbebene f <cp oder in dem Streifen 
n(f) ^f<*<p der (t, f) -Ebene dar. Nun ist aber der Grenzwert (10) 
„im wesentlichen", d. h. an allen Stetigkeitsstellen der Grenzfunktion 
stets vorhanden. Beim Beweis kann ohne Einschränkung der Allgemein- 
heit angenommen werden, daß cp 4= 0 ist. Denn der Streifen darf in 
sich verschoben werden. Wir fassen nun cp als eine Konstante auf und 
wenden die vorher erwähnten Sätze auf die fastperiodische Funktion 
f (t) — cp an, indem wir a = 0 setzen. So folgt die Existenz des 
Grenzwertes 

(u) m 0 (f-f)= lim ~[{f-cp)dt, 

wobei die Integration sich auf die Menge derjenigen t erstreckt, für 
welche — T<t^T und f— cp ^0, d.h. f<L<p ist, also auf die 
(zu /"gehörige) Menge t T (cp). Da der Grenzwert 

(12) lim ~ \ f(t)dt = m fp (f) 

wegen (6) vorhanden ist, so folgt die Existenz des Grenzwertes 

( 13 ) " m ^ { <p<a = mjf)~m 0 if- w)- 

Wegen 

(14) ±$<pdt = £ j di = (p ^!l^ = (pVTi(p) 

t T M t T (<F) 

folgt daraus die Existenz von (10), da, wie erwähnt, vorausgesetzt 
werden darf, daß cp 4= 0 ausfällt. Die Aussage, „der Grenzwert existiert", 
ist dabei in dem Sinne [— >] der Konvergenz im wesentlichen zu ver- 
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stehen. — Für das folgende kommt unter den erwähnten Grenzwert- 
sätzen nur die Existenz von (10), d. h. 

(15) "r(9>)[— ] H<P)> T-+ + 00 

in Betracht. Auf einen, durch die matrizentheoretischen Zusammenhänge 
nahegelegten höchst einfachen Beweis von (15) kommen wir auf S. 270 
zurück. 

Die Definition (9) der Funktion v T (cp) wollten wir nur auf dem 
Intervall (8) in Anspruch nehmen. Da im allgemeinen kein (end- 
liches) T mit m T (f) = m(f) oder n T (f)=n(f) existiert, indem 
die monotonen Funktionen m T) ut ihren Grenzwert m, n evtl. nur 
nach Vornahme des Grenzüberganges T— * + oo erreichen, so wollen 
wir (15) bei jedem f nur für 

(16) n(f)<cp<m(f) 

als eine Definition auffassen, so daß v (f) in den beiden Endpunkten 
von (16) zunächst noch nicht erklärt ist. An den eventuellen Unstetig- 
keitsstellen der Grenzfunktion v(cp), wo wir die Existenz des Grenz- 
wertes nicht behauptet haben, möge v (cp) durch die Forderung der 
rechtsseitigen Stetigkeit festgelegt sein. Dann ist v(cp) auf (16)be\ jedem 
f eindeutig erklärt. Von dem trivialen Fall f = const wird dabei ab- 
gesehen. 

Wir erweitern die Funktion v T (cp), indem wir sie auch für 
n (f) = *P ^ n T(f) un d rt ^T(f) ^ 9? ^ m((p) erklären: es sei 
v T (cp) == Vrp (n T (f)) auf dem unteren, =v T (m T (f)) auf dem oberen 
Zusatzintervall. Die Funktion v T (q?) ist jetzt also für 

(17) n(f)£cp^m(f) 

erklärt, und für cp <Lnrp(f) und für (p^>m T (f) konstant. Sie ist 
offenbar durchweg ^> 0, nicht abnehmend, und für cp ^> m T (f) gleich 1. 
Hingegen braucht sie für (p^n T (f) nicht zu verschwinden (man 
denke nur an eine stetige, periodische Funktion, die ihr Minimum 
längs gewissen Strecken annimmt). Wir legen den Wert von v (cp) im 
oberen Endpunkte cp = m(f) von (16) durch die Definition v (m (/*)) = 1 
fest. Dann gilt (10) auch für <p = m(f). Wir wollen endlich sinn- 
gemäß [vgl. (5)] v(n (/")) = %x{f) (f) setzen, sofern dieser Grenzwert 
existiert. 
Man hat 

m T {f) 

(18) ± jf{t)dt=j<pdv T (<p). 

-T n T (f) 
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Denn die Stieltjesschen Näherungssummen des zweiten Integrals sind, 
wie aus der Definition von (cp) hervorgeht, eben die Lebesgueschen 
Näherungssummen des ersten. Der mit dem Lebesgueschen Integral- 
begriff nicht vertraute Leser möge das linkerhand stehende Integral, 
das freilich auch als ein Riemannsches Integral aufgefaßt werden kann 
(f ist ja stetig), als Flächeninhalt deuten und sich die Richtigkeit der 
Formel etwa für stückweise monotone Funktionen f klarmachen. — Da 
v T {cp) für (p ^»iy(f) und (p^.m T (cp) konstant ist, so kann man für 

(18) auch 

T m{f) 

(19) ffjf(t)dt=j<pdv T (<p) 

— T n{t) 

schreiben. Es kann dabei auch n T (f) = n (f) eintreten, und dann ist 
evtl. v T (n (f) + 0) 4= v T (n (/*)) . Für alle Fälle ist 

T 

— T 

m{f) 

Ji=S <P äv T (cp) , J*= n (f) [v T (n T (f) + 0) - v T (n T (/))] . 

n(f)+0 

Nun gilt (15) auf (16), und (10) kann in dem oberen Endpunkte des 
Intervalles (16) gewiß behauptet werden. Ferner sind die Funktionen 
v T (cp) nicht negativ, nicht abnehmend und < 1, so daß aus dem 
Hellyschen Satz über gliedweise Integration offenbar 

m(f) 

(21) lim = / cpdv(cp) 

T^+oo ^ n(f) + 0 

folgt. Die linke Seite von (20) strebt für t — *- -f- oo der Grenze 9H (f) zu. 
Mithin existiert auch lim , also auch der Grenzwert 

(22) C = T l ™ x ["* (» (f) + 0)~v T (n (f)] ; 

der Fall n (f) = 0 kann nämlich ausgeschlossen werden, vgl. S. 254. 
Definieren wir nun die „Dichtefunktion von f u wie folgt 1 ): 

co (cp) = v (cp) für n(f) < cp <m(f) } 

(23 = v (n(f) + 0)-C für cp=n(f), 

{ } = co (m (f)) = 1 für 97 > m (f) , 

= co(n(fl) für cp<n(f), 



*) Die Wahrscheinlichkeitsdichte ist freilich nicht co (9?), sondern dco (99) 
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so ist wegen (22) und (20) 

n(/)+0 

/ cp dco (cp) = n (f) [co (n (f) +0)-co(n (f))] 

(24) nif) 

= n(f)C=\im /* 

und in (22) darf co an Stelle von v geschrieben werden, so daß mit 
Rücksicht auf (20) 

m(f) +oo 

(25) m(f) = Jcpdco(cp) = jcpdco (cp) 

n (/) — ao 

gilt. 

Die Funktion co(<p) ist auf (26) gewiß nicht abnehmend. Es wird 
sich aus dem matrizentheoretischen Zusammenhang indirekt heraus- 
stellen, daß co (cp) auch auf (27) [also überhaupt] nicht abnehmend 
und von der Totalschwankung Eins sein muß *), was freilich auch direkt 
eingesehen werden kann. Da demnach 

m(f) 

(26) j dco (cp) = co(m (f)) - co(n (f)) = 1 

n(/) 

gilt, so folgt daraus, daß co (n (f)) = 0 ist. Denn nach (23) ist 
co (tn(f)) = 1. Aus co(n(f)) = 0 folgt übrigens nach (23), daß der 
Grenzwert (22) gleich v (n (f) -f- 0) sein muß. Da co (n (f)) = 0 immer 
gilt, während v(n(f)) } wie erwähnt (S. 253), auch >0 sein kann, so 
ist die Dichtefunktion co(cp) von der Verteilungsfunktion v(cp) im all- 
gemeinen wohl zu unterscheiden, sobald es sich nicht nur um (16) 
handelt. 

Die Funktion co (cp) erleidet für cp = cp 0 gewiß einen Sprung, wenn 
9t Vo (f)=%= 0 ist. Doch können solche cp 0 , die auf (17) auch überall 
dicht vorkommen können, nur auf (17) liegen, da co (cp) außerhalb 
(17) konstant, also erst recht stetig ist. Es gilt endlich der für unsere 
Zwecke wichtige Satz, daß co (cp) auf (17) keine Konstanzstrecke haben 
kann: aus 

(27) n(f)<a<ß£m(f) 

folgt nicht nur co (a) <L co (ß) , sondern auch co (a) < co (ß) . 

Der Beweis ergibt sich aus dem folgenden Satze von Bohr: Ist f(t) 
reellwertig, nichtnegativ, fastperiodisch und derart, daß 9W (f) = 0 ist, 
so verschwindet f(t) identisch. Der Satz gilt (auch für analytische 



x ) Dies besagt nur, daß die Wahrscheinlichkeit a priori dafür, daß die 
Kurve f — f(t) auf der Ebene f) liegt, gleich Eins ist. 

Wintner, Spektraltheorie. 17 
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Funktionen) nicht mehr, wenn die kursiv gesetzte Bedingung fallengelassen 
wird: der Operator 3R ist eben kein Integraloperator, sondern eine 
Mittelbildung, und eine fastperiodische Wiederkehr ist für die Richtig- 
keit des Satzes wesentlich. — Setzt man den Satz, daß co (cp) nicht 
abnimmt und die Totalschwankung Eins hat, als bekannt voraus, so 
kann der Bohrsche Satz aus (23), (26) unmittelbar abgelesen werden. 

Nehmen wir nun zwecks Zurückführung ad absurdum an, daß 
co(a) = co (ß) ausfällt, trotzdem (27) vorausgesetzt ist. Da co (cp) nicht 
abnimmt, so ist dann co(cp) = co (a) für a < cp < ß. Wir wählen zwei 
Zahlen a' } ß' derart, daß a < d < ß' < ß gilt und daß d und ß f das- 
selbe Vorzeichen haben; sie seien etwa positiv. Es bezeichne g(t) die 
Funktion, die gleich 

(28) a', f(t)> ß'(>cc'>0) 
ist, je nachdem 

(29) f(t)£ct, (/^f(t)<ß', f(t)<ß' 

gilt. Die Funktion g(t) ist gewiß fastperiodisch, und zwar aus dem- 
selben Grunde wie fy(t) auf S. 253. Bezeichnet o(cp) die Dichtefunktion 
von g } so gilt offenbar o(cp) = co (cp) = co (a) für a' ^ cp <^ ß f . Anderer- 
seits ist n (g) = a', m(g) = ß* , also muß g(cp) = co (a f ) für cp <^a' und 
q (cp) = co(ß f ) für cp ^> ß' und daher q (cp) = co (a) = Konstante für 

— oo < cp < + oo gelten, so daß f cp dg (cp) = 0 ist. Dieses Integral 

— 00 

ist aber wegen (25) gleich 9W(g). Nach dem erwähnten Bohrschen 
Satz folgt daraus g(t) = 0, was jedoch zu einem Widerspruch führt. 
Denn der Wertevorrat von f(t) ist, als derjenige einer stetigen Funktion, 
gewiß zusammenhängend, also, wenn man von den Endpunkten ab- 
sieht, offenbar mit dem Intervall (17) identisch. Nun liegt a' im Innern 
dieses Intervalles, also gibt es Werte t 0 mit f(t 0 ) = cc'. Wegen (28) 
folgt daraus g(t Q ) = a! , also a! = 0, während doch a' > 0 angenommen 
wurde. 

Damit ist bewiesen, daß co (cp) auf dem Intervall (17) keine Kon* 
stanzstrecke haben kann [(17) kann auch ein Punkt sein, doch ist 
dann f(t) konstant, also die Behauptung gegenstandslos], 

Ist £ reell, so ist zugleich mit/" auch das Produkt f fastperiodisch, da 
= ß^V-i es i s t. Man hat 

»l(^) = 0 für f^O und 3B(^) = 3»(1) = 1 für £ = 0. 
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Denn es ist für f ^ 0 

T 

(30) 9»(* £ ) = r lim M 7jL J>-^ 
Ferner ist 

(31) « e ^o-l. 

Endlich kann der Operator 3K mit gleichmäßigen Grenzübergängen 
stets vertauscht werden: 

aus m (f-f n )-+o folgt m(f-f n )-+o, mvj-+n(f) $ 

da \Wl(f— f n ) \ ^ m(f— f n ) ist. Ist also {^.} irgendeine (also z. B. für 
— oo < f < -\- oo überall dichte) reelle Zahlenfolge, so ist z. B. die 
(der gleichmäßigen Konvergenz zufolge gewiß fastperiodische) Funktion 

derart, daß ÜB (/£_£) für f = f . und nur für f = f . von Null ver- 
schieden ausfällt. 

Bohr hat nun allgemein bewiesen, daß bei jeder fastperiodischen 
Funktion f(t) die Funktion ÜB (fe-%) von f höchstens für abzählbar un- 
endlich viele (reelle) | von Null verschieden sein kann. Es seien f | 2 , ... 
diese singulären Parameterwerte. Die Bezeichnung möge selbstverständ- 
lich derart sein, daß aus / =|= l stets f . 4= ^ folgt. Die Gesamtheit der 
singulären Parameter nennen wir eigentliches Frequenzsystem von f. 
Bohr hat — in Verallgemeinerung der Parsevalschen Relation stetiger 
periodischer Funktionen — die für jede fastperiodische Funktion f 
gültige „ Vollständigkeitsrelation " 

(32) VH(\f\*) = 2\m(fe_ h )\* 

i 

bewiesen, wobei man über alle eigentlichen Frequenzen von £ zu 
summieren hat. Da mit f auch die konjugierte Funktion f, also auch 
| = ff fastperiodisch ist, so folgt daraus einerseits die Konvergenz 
der unter (32) stehenden Reihe, und andererseits der Eindeutigkeits- 
satz, daß aus 3W e^) = SR (f 2 e^) stets f x (t) = f^it) , d.h. aus 
Wi(fe^i) = 0 stets f(t) = 0 folgt, wenn die Funktionen fastperiodisch 
sind. Ist nämlich Wl(fe-^) = 0, so ist wegen (32) Wl (\ f\ 2 ) = 0 , also 
nach S. 257 auch | f(t) | 2 = 0. 

Die eigentlichen Frequenzen können im allgemeinen nicht der Größe 
nach numeriert werden, da sie sogar überall dicht liegen können. — 

17* 



r sin£T 
= hm * = 0. 
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Unter einem (nicht notwendig eigentlichen) Frequenzsystem {£ .} von f 
wollen wir irgendeine Folge von voneinander verschiedenen reellen 
Zahlen verstehen, die alle eigentlichen Frequenzen von f und darüber 
hinaus evtl. auch weitere Zahlen enthält. Offenbar ist (32) richtig, auch 
wenn die f. ein beliebiges Frequenzsystem von f durchlaufen; es ist 
ja Wt(fe-gj) = 0, wenn f . eine uneigentliche Frequenz bedeutet. An- 
statt zu sagen, w {f .} ist ein Frequenzsystem der fastperiodischen Funk* 
tion f u , schreibt man, im Anschluß an die Theorie der gewöhnlichen 
Fourierreihen, die „Äquivalenz" 

(33) f®~2m(fe-ej)»ej(Ü 

7 

hin. Ist die Reihe rechterhand (in einer bestimmten, etwa durch die 
Numerierung der Frequenzen festgelegten Anordnung) gleichmäßig 
konvergent, so stellt sie die Funktion f(t) dar. Doch kann die Reihe 
auch divergieren. 
Ist 

(«) g(t)~I!*(£'-tj)*(t)> 

j 

so gilt 

(35) c, f (t) + c 3 g(t)~2 [c, m (fe^) + c,m(g e-tj)] e fj (t) . 

i 

Bei der Multiplikation von Äquivalenzen ist eine gewisse Vorsicht 
geboten, die für die Matrizenzuordnung (siehe weiter unten) sehr 
wesentlich ist. Wir wollen zunächst eine abkürzende Bezeichnungs- 
weise einführen. 

Wir sagen, die Zahlenfolge {£.} bilde einen Modul, wenn mit f . 
und f j auch n -f- m £ % der Zahlenfolge angehört, wobei n und 
m = 0, +1, ±2,... sein können. Jede fastperiodische Funktion hat 
(unendlich viele) Frequenzsysteme {^}, die je einen Modul bilden. Man 
erkennt nämlich nach einem geläufigen, von Cantor herrührenden 
Diagonalverfahren, daß einer jeden Zahlenfolge {0^} ein abzählbares 
Zahlensystem {f .} zugeordnet werden kann derart, daß einerseits jedes 
0. mit einem f. identisch ist, und daß andererseits die f. einen 
Modul bilden. Kurz, man kann jede Zahlenfolge zu einem Modul 
ergänzen, und zwar auf unendlich viele Weisen. — Wir sagen, die 
reelle Zahlenfolge {£ .} bilde ein zulässiges Frequenzsystem von f, wenn 
die folgenden drei Bedingungen erfüllt sind: 1) {f.} ist ein Frequenz- 
system von f, so daß also einerseits die beiden Ungleichheiten 

(36) I, + f P j + l 

gleichbedeutend sind, und andererseits {f .} alle eigentlichen Frequenzen 
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von f (und evtl. auch weitere Zahlen) enthält; 2) {fj ist ein Modul; 
3) die Numerierung ist derart, daß 

(37) -f. = f_.; j = 0 3 ±1, ±2,... 

gilt. — Zu 3) ist zu bemerke n, daß, wenn {f.} ein Modul ist, 
auch — £j dem Modul angehört, und daß die Null von jedem Modul 
enthalten wird; wegen (37) ist f 0 = 0. Offenbar hat jede fastperiodische 
Funktion zulässige Frequenzsysteme. Das eigentliche Frequenzsystem, 
das — bis auf die Numerierung der Elemente — eindeutig bestimmt 
ist, braucht kein zulässiges Frequenzsystem zu sein (da es z. B. auch 
endlich sein kann). Wir sagen, (33) sei eine zulässige Darstellung 
von f, wenn {f .} ein zulässiges Frequenzsystem von f ist. Sind 

(38) f(t)~JJ Wl (fe-d e>, (t), g (<) ~ 2 9» (f e . ßt ) e n (<) 

i k 

zwei beliebige fastperiodische Funktionen, so kann man — nach Hin- 
zufügung von zu verschwindenden Amplituden gehörigen, „parasitären", 
jedoch für die allgemeine Gültigkeit von (39), (40) wesentlichen neuen 
Frequenzen — erreichen, daß sowohl (36) als auch (37) gilt, wo- 
bei {f .} ein für beide Funktionen zulässiges Frequenzsystem ist. Wir 
sagen, (33) ,(34) sei eine zulässige Darstellung des Funktionenpaares f, g. 
Allgemeiner sprechen wir von (stets erreichbaren) zulässigen Dar- 
stellungen endlicher oder unendlicher Folgen f lf . . . . 

Den Bohrschen Multiplikationssatz der Äquivalenzen können wir nun 
so aussprechen : Ist (33), (34) eine zulässige Darstellung des Funktionen- 
paares f, g, so darf man diese beiden Äquivalenzen nach den formalen 
Rechenregeln multiplizieren: es gilt [vgl. (32)] 

(39) f(t) g(t)~2 [2 S» (fe s ,-sj) (ge_ Sl )] e (j (t), 

j l 

mithin 

(40) m (fg e- tj ) =2 W (fes,-lj) W (g , 

was, wegen (2), nur scheinbar mehr besagt als die aus (32) folgende 
Relation 

(41) m (fg) = w(gf) = 2*n (fe^ m (g . 

I 

Der Summationszeiger läuft dabei überall von — oo bis -f~ oo. Die 

Summen 5] sind mit Rücksicht auf (32) der Schwarzsehen Ungleich- 
i 

heit zufolge absolut konvergent. 

Zusammenfassend können wir folgendes behaupten. Es sei <P(z 13 z 2 , • .•>£„) 
ein Polynom und es sei f x (t), . . ., f (t) ein System von zulässigen Dar- 
stellungen gewisser fastperiodischen Funktionen; dann erhält man eine 
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zulässige Darstellung der fastperiodischen Funktion 0 (f ± , /* 2 , . . ., /* n ), 
wenn man diesen Ausdruck nach den gewöhnlichen Rechenregeln um- 
ordnet. — Wir wollen jetzt insbesondere den Fall n = 1 etwas näher 
betrachten. 

Es sei {gj} das eigentliche Frequenzsystem von f, und [rj®) das* 
jenige von g. Kann jedes ?;? aus endlich vielen homogen-linear 
mit ganzen rationalen Koeffizienten zusammengesetzt werden, so wollen 
wir hierfür kurz Og oder gCf schreiben; lies: das eigentliche Frequenz- 
system von g ist ein „Teiler" des eigentlichen Frequenzsystems von f. 
Der vorher erwähnte Satz, wonach die „formale" Ausführung einer 
ganzen rationalen Operation 0 (z) auf eine zulässige Darstellung von f(t) 
eine zulässige Darstellung von <&(f(t)) liefert, besagt nicht mehr als 
die Beziehung f (t) ^ 0 (f (t)) , in welche keine parasitären Frequenzen 
eingehen; es ist kaum nötig zu bemerken, daß die Beziehung <£> (f (t)) ^> f (t) 
im allgemeinen unrichtig ist. — Hat die gegen f gleichmäßig kon- 
vergierende fastperiodische Folge {f } eine „Frequenzmajorante" F, 
so daß F^> f n für alle n gilt, so gilt auch F^f. Es sei nämlich | 
irgendeine reelle Zahl. Wegen m (f — f n ) — ► 0 gilt auch m [f e_^—f n e_^) 
— 0, da ja m ((/*- Q e_i) £ fit (f- Q ist. Aus m (fe^ - f n e^) — 0 
folgt aber (vgl. S. 259) die Grenzgleichung 9W (f n e_ B ) — Wl(fe_^. Be- 
zeichnet also | eine Zahl, die keine eigentliche Frequenz von F ist, 
so daß wegen F^>f n auch 8K (f n g) = 0 gilt, so muß auch $9} (fe_ g) 
verschwinden, d. h., | ist keine eigentliche Frequenz von f, w. z. b. w. 

Bewegt sich t von — oo bis -f- oo, so beschreibt z = f(t) eine 
Kurve in der Ebene der komplexen Variable z = x -f- y — 1 y. Die 
Gesamtheit der Punkte, welchen die Kurve beliebig nahe kommen 
kann (ohne sie notwendig zu erreichen), möge abgeschlossener Werte- 
vorrat von f genannt und mit tV (f) bezeichnet werden. Ist f(t) reell- 
wertig, so ist to(f) mit dem Intervall [17) identisch. Ein anderes 
Beispiel ist dasjenige einer Lissajousschen Kurve x = A 1 cos q x t> 
y = A 2 cos q 2 t, durch welche ein Rechtecksbereich „ausgefüllt" wird, 
so daß tO (f) dieser Rechtecksbereich ist, trotzdem die Kurve keine 
Peanokurve ist, indem sie nicht durch jeden Punkt des Rechtecks 
mindestens einmal hindurchgeht. - 

Es sei ¥(z) eine evtl. nur auf der Punktmenge U) (/*) erklärte, 
auf to(f) stetige Funktion. Da to (f) beschränkt und abgeschlossen 
ist, so gibt es nach einer bekannten Verallgemeinerung des Weier- 
straßschen polynomischen Approximationssatzes eine Folge <P ± (2) , 
<P 9 (z),... von ganzen rationalen Funktionen derart, daß auf tO (f) 
gleichmäßig die Grenzgleichung <P n (z) — ► W (2) gilt. Offenbar gilt 
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also & n (f{t))-+W(f{tj) gleichmäßig für alle t. Mithin ist W(f(t)) 
fastperiodisch, (S. 252), und zwar ist nach dem vorangehenden 
f(t)> W((tj). Daher ist jedes zulässige Frequenzsystem von f(t) auch 
für W(f(t) zulässig. Um also eine (durch die Multiplikationsregel ge- 
botene) zulässige Darstellung des Funktionenpaares f(t), 3* (/"(*)) 
zu erhalten, brauchen wir zu einem zulässigen Frequenzsystem von f(t) 
keine weiteren parasitären Frequenzen hinzuzufügen. Diese Bemerkung 
wird für unsere Matrizenzuordnung von einigem Interesse sein. Es 
wird sich dabei vor allem — nämlich bei der Behandlung der Rezi- 
proke oder Resolvente und damit des Spektrums — um die ge- 
brochene rationale Funktion W(z) = z~ 1 handeln. 

Die untere Grenze von | f(t) | haben wir mit n(f)(>0) bezeichnet, 
so daß n(f) > 0 dann und nur dann gilt, wenn f(t) der Null nicht 
beliebig nahe kommen kann. Ist also n (f) > 0, so ist die Funktion z 1 
auf der Punktmenge tu (f) stetig, mithin ist dann (f{t)) 1 fastperiodisch 
und es gilt f{t)^{f(t))-\ Ist aber \\(f) = 0, so ist die Funktion 
(ftt))' 1 ' wobei f=£0 vorausgesetzt werden kann, nicht beschränkt, 
um so weniger fastperiodisch. Ist also (fit))' 1 überhaupt fastperiodisch, 

so ist es auch C /■(*)■ 

Wir werden endlich die fast selbstverständliche Bemerkung be- 
nötigen^daß stets f(t)>f(t), also auch f(t)>f(t) gilt, wobei 
f(t) = f(t) die konjugierte Funktion bedeutet. 

Es sei nun f(t) irgendeine fastperiodische Funktion und 

(42) f(t)~ 2 W(fe. h )e h (t) 

y=-oo 

eine der zulässigen Darstellungen von f. Wir ordnen dieser Dar- 
stellung von f die Matrix 

(43) » (f) = || b ih (f) || — l| SR (fe h -Q ||; i, * = 0, ± 1, . . . 

als die (zu {f.} gehörige) „fastperiodische Matrix von f u zu. Die 
Zeiger laufen ganzzahlig nicht von 1, sondern von ^ oo bis + oo, so 
daß nicht eine Viertelebene, sondern die ganze Ebene besetzt ist: 



(f) = 



W (fe^J W {feu-to) (fe^- h ) 
3» (fes Q -ü M (f M (f^o-h) , 

Mife^-sJ m(fe^ SR^-fc). 
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doch gilt die allgemeine Theorie auch bei diesen Matrizen; man 
braucht nur bei den Abschnitten nicht von 1 bis n, sondern von 

— n bis n zu summieren, die unendliche Mannigfaltigkeit E durch 

2 I x i Y = lj ihren Abschnitt E[ W ] durch 2j \ x i \ " — 1 festzulegen usf. 

i=-co i=—n 

In der Hauptdiagonale i = k steht wegen = £ 0 = 1 stets der 

Mittelwert von /, 

(44) b tt (f) = 9t(f). 

Da wegen («37) f 0 = 0 ist, so ist die nullte Zeile mit der Folge der 
unter (42) angeschriebenen Amplituden von f identisch. Ist also 23 (f) 
die Nullmatrix, so ist wegen (32) auch 9K (| /*| 2 ) = 0, und daher 
f(t) = 0 . Ist f = c = Konstante, so ist 23 (/*) wegen (30) die Diagonal- 
matrix c (£, wobei Gr = 33 (l) ist, so daß die Zeiger auch in (£ von 

— 00 bis + 00 laufen. Ist umgekehrt 23(/*) eine Diagonalmatrix, 
etwa =\\r u d ik }\ } so muß zunächst r u = T 00 , also 23 (f) = T 00 (E 
gelten. Da aber auch 23 (T 00 ) = r oo (g ist, so folgt daraus 23 (f— r oo ) = 0 
und daher, wie man sich leicht überzeugt, — r oo = 0, so daß f(t) 
konstant ist. 

Ist die Folge {f.} äquidistant, ^ = j } so gehen die S3(/*) in die 
zu eigentlichen (periodischen) Fourierreihen gehörigen Laurentmatrizen 
von Toeplitz über. In diesem Falle ist — f fc = i — so daß nicht 
nur die Hauptdiagonale, sondern auch jede „Nebendiagonale" (= zu 
der Hauptdiagonale parallele Gerade) aus dem auf der nullten Zeile 
gelegenen Element der Nebendiagonale durch Verschiebung längs der 
Nebendiagonale hervorgeht. Aber auch im allgemeinen, nicht äqui- 
distanten Fall ist jedes Element der Matrix eine der unter (33) an- 
geschriebenen Amplituden oder — und meistens — gleich Null. In 
diesem Sinne können also keine „Resonanz glieder" auftreten. Die 
Numerierung der £. ist, sobald die Bedingung (37) erfüllt ist, des 
näheren willkürlich (wir haben uns die Numerierung irgendwie fest 
zu wählen). Der Leser möge sich die Struktur der fastperiodischen 
Matrizen bei passender Numerierung in dem einfachsten nicht äqui- 
distanten Falle klarmachen, wenn nämlich f(t) „bedingtperiodisch" ist, 
d. h. wenn das eigentliche Frequenzsystem von f in einem Modul liegt, 
die durch endlich viele ( > l) linear-unabhängige Zahlen bestimmt 
wird (z. B. bei der auf S. 262 erwähnten Lissajousschen Kurve). 

Aus (43) folgt leicht, daß 23 (f) dann und nur dann von Hermite- 
schem Typus ist, wenn f(t) reellwertig ist. Ferner ist 23 (f) dann 
und nur dann symmetrisch, b i1c (f) = b hi (f), wenn f (t) gerade, 
= f(—t) ist [und ebenso stellt f (t)= — f ( — t) die notwendige und 
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hinreichende Bedingung der schiefen Symmetrie b ilt (f) = — b,..(f) 
dar]. Mithin kann (33) dann und nur dann in der Gestalt einer 
Kosinusreihe x 

3=1 

mit reellen Amplituden A- geschreiben werden, wenn 83 (/") reell und 
symmetrisch ist. — Allgemein ist wegen e^(t) = e_^(t) die begleitende 
Matrix (f) von 33 (f) offenbar 

II Wifeb-Q 11' = II W (f'k-d II' = II « (fo-fc) II > 

so daß 

(45) 8*(f) = S3(/ S ) 
ausfällt. 

Wir wollen jetzt beweisen, daß 23 (/") beschränkt ist. Es bezeichne 
zu diesem Ende 

(ao\ 0 / 0 0 0 oo 0\ 

(46) i {n) =[x- ny x- n+1 ,..., x- 1} x 0 , x n ) 
irgendeinen Punkt auf E[ n] , und h (t) die endliche fastperiodische Reihe 

(47) h(t)= J?* y %(*); */ = 0 für |;|>n, 
so daß, wegen («32), und da £ ( ^) au f E[n] liegt, 

(48) m(\h\ 2 ) = i 

gilt. Wegen ^.° = 3W(Äß_| i ) folgt aus (40) offenbar 

(49) 2 m (fe h . tk ) *.° = 2 m (fe Si - h ) W (h e_ h ) = 9K (fh e_ lk ) , 

i= — oo i= — oo 

also ist 

+ 00 + 00 2 

— oo i= — oo 

\ — oo /Jc= — co i= — co Jc= — <x> 

= m(\fhf)£<m ([« (/-)j 2 1 ä | 2 ) = [w (/-)] 2 m (\ h | 2 ) = [* (f)f, 

wegen (40) und (48). Die Kopplungsform von SB^) auf E [n] ist da- 
her absolut ^ «$(/*). Mithin ist $(/") beschränkt und man hat 

(50) M(8(fl)^m(/). 

Es läßt sich sogar mehr als dies behaupten, doch können wir darauf 
nicht eingehen. 
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Es sei g(t) irgendeine fastperiodische Funktion, wobei, wie wir 
wissen, angenommen werden kann, daß sie zugleich mit (33) auf eine 
zulässige Weise dargestellt ist, 

(51) g(t)~ + ^m{ge- h )e h {t). 

j— — 00 

Aus (35) folgt 

(52) 8(fl + »fe) = 

Das Matrizenprodukt 33 (f) 33 (g) kann unter Benutzung von (40) un- 
mittelbar berechnet werden. Es ergibt sich offenbar 

(53) 8(0 »(*) = »(/*)• 
Endlich ist, wie wir wissen, 

(54) S3(l)=g. 
Mithin gilt 

(55) *(»(/)) = 8 (F (/)). 

wobei F irgendeine ganze rationale Funktion bedeutet. Ist F eine will- 
kürliche, auf tt) (f) erklärte stetige Funktion, so ist F(f(t)) eindeutig 
erklärt und fastperiodisch. Wir wollen in diesem Falle (55) als die 
allgemeine Definition der Matrix F (33 (ff) betrachten. — Ist g lf g 2 , ... 
eine Folge von fastperiodischen Funktionen, die auf eine auf für g 
zulässige Weise dargestellt sind und gleichmäßig gegen g konvergieren, 
so konvergiert die Kopplungsform <P (33 (g n )) von 33 (g n ) auf E gleich- 
mäßig gegen <P (33 (g)), da wegen (50) auf E 

| * (8 (g)) - * (8 (gj) | = | * (8 (g - g„)) \£M(%(g- gn ))£ m (g -g„) — 0 

gilt. — Unsere Zuordnung besitzt demnach alle Eigenschaften der 
Klassen von funktionalen Gruppenmatrizen. Dies beruht sehr wesent- 
lich auf dem Umstand, daß nur zulässige Darstellungen betrachtet 
werden. Sonst könnte nämlich (40), also auch (53) ungültig sein. 
Die parasitären f^., für welche SR (f = 0 ist, benötigt man hierbei 
gewissermaßen zu einem „Platzmachen" (Trennung). 

Mit Rücksicht auf (53) sind 33(/*) und 33 (g) offenbar vertauschbare 
Matrizen. Andererseits ist nach (45) die begleitende Matrix von 33 (f) 
gleich 33 (f), also eine Matrix 33 (g). Mithin ist die Matrix 33(/) normal. 
Ihre Norm berechnet sich aus (45), (53) zu33(|/*| 2 ). Kann f der Null 
nicht beliebig nahe kommen, so daß tl (f) > 0 gilt, so ist f~ x fast- 
periodisch und <^fj so daß wir in (53) g = f~ 1 setzen dürfen. Mit 
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Rücksicht auf (54) folgt sodann 

(56) 58 (/•)»(-£-)=<£. 

Da f normal ist, so ist der pathologische Fall 3 (S. 138) ausgeschlossen. 

Ist also n (f) > 0 , so ist 33 (^j^J eme sowohl hintere als auch vordere, 

beschränkte Reziproke von 33 (f) . 

Ist \\(f) = 0, so können wir zunächst nur behaupten, daß die Matrix 

(») »(!)- II Ä.ffjV* 

- T 

entweder überhaupt nicht gebildet werden kann, oder, wenn sie ge- 
bildet werden könnte (indem sich /"(tf) nur „langsam" der Null nähert), 
gewiß keine fastperiodische Matrix darstellt, da ja f 1 wegen H (/) = 0 
nicht fastperiodisch ist. Wir können also zunächst nicht behaupten, 
daß 33 (f) überhaupt keine beschränkte Reziproke hat. Dies ist vielmehr 
ein tiefliegender Satz, der die spektrale Untersuchung von f(t) im 
wesentlichen zu beherrschen vermag, und den wir nur auf einem schein- 
baren Umwege beweisen können. Wir bestimmen nämlich eigentlich 
alle matrizentheoretisch singulären Stellen von 33 (f) für den Fall, wo 
33 (f) Hermitesch ist und führen sodann die Entscheidung der Frage, 
ob in dem allgemeinen Falle, d. h. wenn 33 (f) nicht mehr Hermitesch 
ist, 33 (f) eine beschränkte Reziproke hat oder nicht, mit Hilfe der 
Toeplitzschen Kriterien auf den Hermiteschen Fall zurück. 

Es sei zunächst die fastperiodische Funktion f(t) beliebig und es 
bezeichne X irgendeine, außerhalb der Punktmenge t0 (f) gelegene Kon- 
stante. Dann kann X — f(t) der Null nicht beliebig nahe kommen, so 
daß (X — fit))' 1 fastperiodisch ist. Ferner gilt f(t) ^)X — f(t) ) (X — f^))' 1 , 
da die Konstante X zur Frequenz Null gehört, die in jedem zulässigen 
Frequenzsystem enthalten ist. Offenbar ist also 33 ((X — Z") -1 ) eine, also 
die einzige beschränkte Reziproke von 

(58) 33(2 - f) = 33 (X) - 33 (/") = X® - %(f), 

d.h. die Resolvente || £ t - fc (4) || von ©(/), so daß alle außerhalb to(f) 
gelegenen X matrizentheoretisch gewiß regulär sind. Es gilt 

(59) RnW = m$Ef), 
also insbesondere R Q0 (X) = 



— T 



dt 
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Es sei nun f(t) reellwertig, d. h. $8 (f) von Hermiteschem Typus, 
und es bezeichne ||<7 ifc (/u)|| die Spektralmatrix von ^(f), so daß 

+ 00 

(61) R i1cW =jl^L > 

— 00 

also wegen (59) und mit Rücksicht auf die Stieltjessche Umkehr- 
formel 

+ oo 

(62) R uW = R 00 (X)=j^L, 

— 00 

und 

(63) c u (fi) = o 00 (ß); i = ± 1, ± 2 3 . . . 

gilt. Ist X zunächst etwa reell, so läßt sich (60) nach einer fast wort- 
getreuen Wiederholung der bei dem Beweis von (25) angewandten 
Schlußweise in 

+ oo 

(64) R ooi X)=j^M 

— CO 

umrechnen, wobei co(ju) dieselbe Bedeutung wie in (25) hat, d.h. die 
Dichtefunktion von f(t) bezeichnet. Aus Gründen der analytischen Fort- 
setzung gilt (64) offenbar auch dann, wenn X nicht reell ist, jedoch 
stets außerhalb t» (f) liegt. Aus (62), (64) folgt nach der Stieltjesschen 
Umkehrformel, daß an allen Stetigkeitsstellen von co(ju) 

(65) = *ooM 

gilt, sofern man nötigenfalls von einer additiven Konstante absieht. 
Diese additive Konstante ist aber gleich Null, da o 00 (ju) nach der^all- 
gemeinen Theorie, co(ju) aber wegen (23) für hinreichend große jli 
gleich Eins ist. Nun hat co(ju) auf dem Intervall 

(66) n(f)£fx£ m (f) 

keine Konstanzstrecke (S. 258). Wegen (65) folgt daher aus dem auf 
S. 98 bewiesenen Satz, daß alle Punkte dieses Intervalles singuläre 
Stellen der Funktion R 00 (X), also (nach S. 144) erst recht solche von 
93 (f) sind, mithin gewiß dem Spektrum von $8 (f) angehören. Anderer- 
seits ist das Intervall (66) nach Definition mit (f) identisch (S. 262), 
und alle außerhalb (f) liegenden / sind, wie wir auf S. 267 gesehen 
haben, reguläre Stellen von 23 (f), liegen also außerhalb des Spektrums. 
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Folglich ist das Spektrum von 33(f) mit dem Intervall (66) identisch. 
Nun sind aber die beiden Endpunkte des Spektrums von 33(f) nach dem 
auf S. 146 ff. bewiesenen Satz die Punkte ju = n (33(/)) und /n = m (©(/)), 
wobei n (33 (f)) die untere, m (33 (fj) die obere Grenze aller Abschnitts- 
eigenwerte von 33 (f) bedeuten, sie sind also die zu n — ► + 00 gehörige 
untere bzw. obere Grenze des Minimums bzw. des Maximums des 
n-ten Abschnittes der Kopplungsform von 33 (f) auf E [n] , also einfach 
die untere bzw. obere Grenze der Kopplungsform von 33(/) auf E. Nun 
ist der Wertevorrat der Kopplungsform auf E ein (zusammenhängendes) 
Intervall. Mithin ist der Wertevorrat tO(f) der Funktion f(t) identisch 
mit dem abgeschlossenen Wertevorrat W(33(/ > )) der Kopplungsform von 
33 (f) auf E. Dieser Satz ist weniger scharf als der vorige, der die 
Identität von to(f) mit dem Spektrum aussagt. Es wäre ja denkbar, 
daß das Spektrum zwischen seinen beiden Endpunkten 

(67) „(/) = n (33 (/)), m(/) = m(83(fl) 

Lücken aufweist (vgl. S. 148). Daß dem nicht so ist, folgt daraus, daß 
H) (f) zusammenhängend und mit dem Spektrum identisch ist. 

Es war bisher vorausgesetzt, daß 33 (f) Hermitesch ist. Den allge- 
meinen Fall können wir unter Benutzung eines methodischen Gedankens 
von der Toeplitzschen Reziprokentheorie auf diesen zurückführen. Es sei 
also f(t) eine beliebige fastperiodische Funktion. 33 (f) ist normal, also 
ist der Fall 3 (S. 138) ausgeschlossen; 33 (f) hat nach S. 138 dann 
und nur dann gar keine beschränkte Reziproke, wenn der Fall 2 
vorliegt, d. h. wenn die Kopplungsform der Norm von 33 (f) auf E der 
Null beliebig nahe kommen kann. Die Norm von 33 (f) ist aber nach 
S. 266 die Matrix 33 (/) 33 (f) = S(|/f). Da sie Hermitesch ist, so ist 
nach dem Vorhergehenden W (33 (| f\")) = tu (| /f), so daß <P(33(|/f)) 
auf E der Null dann und nur dann beliebig nahe kommen kann, wenn 
| f(t)\ 2 , d. h. f(t) es tut. M. a. W., dann und nur dann, wenn n(f) = 0 ist. 
Ist also tt (f) = 0, so ist nicht nur 33 (f~ X ) keine beschränkte Reziproke 
von 33 (f), sondern es gibt gar keine beschränkte Reziproke, w. z. b. w. 

Die Matrix (43) hat demnach dann und nur dann keine beschränkte 
Reziproke, wenn die Funktion X — f(t) der Null, d. h. wenn f(t) der 
Konstanten X beliebig nahe kommen kann, m. a. W., wenn X auf tt) (f) 
liegt. Anders ausgedrückt, die Menge der matrizentheoretisch singulären 
Stellen von 33 (f) ist mit dem abgeschlossenen Wertevorrat U) (f) der 
Funktion f(t) identisch. Im Hermiteschen Spezialfall haben wir den 
Satz bereits vorher bewiesen. 

Wir können zum Schluß den Grenzwertsatz (10), (15), mithin die 
Existenz der Dichtefunktion co (cp), sowie die Beziehung (64) auf eine von 
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den Betrachtungen auf S. 252 ff. unabhängige Weise begründen. Zu diesem 
Ende genügt es zu bemerken, daß wegen (9), analog zu (18), die 
identische Umformung 

T +oo 
(f\R\ 1 f dt C dr T^ 

{68) 2 -rJx37W = J t— 

- T - oo 

gilt (etwa für hinreichend große X). Das übrige ergibt sich hieraus 
wegen (60) einfach aus dem Grommerschen Fundamentalsatz (S. 102 ff.) 
[die Definition (9) ist bei (68) für alle cp in Anspruch genommen 
worden]. 

Ist %$(f) unitär, so sind, wie wir wissen (S. 212), alle singulären 
Stellen der Matrix vom Betrage Eins, also muß dann die Kurve z = f(t), 
die auch auf einen Punkt zusammenschrumpfen kann, auf dem Rande 
| z | = 1 des Einheitskreises verlaufen. Ist umgekehrt diese Bedingung 
erfüllt, so daß \f ({)] = ! gilt, so ist f=f~ 1 , also wegen (45) und 
(56) <>8(f)$ß*(f) = ®, d. h. 33(/*) ist dann unitär (da es gewiß normal 
ist). Ist z. B. F(2) = exp(y— lf(t)) und f(t) reellwertig und fast- 
periodisch, so ist die Matrix 33 (F) gewiß unitär. Aber auch die Matrix 
33 (e^) ist unitär [nicht aber die Matrix 51 auf S. 138; der Unterschied 
rührt davon her, daß es in 33^) keine erste Kolonne gibt]. — Die 
Bemerkung, daß 33 (F) unitär ist, bildet übrigens nur einen Spezialfall 
der folgenden. Ist § irgendeine beschränkte Hermitesche Matrix, so ist 
die Matrix 



3 = ex P (/^§) = 



m=0 



beschränkt und gewiß unitär. Die Beschränktheit folgt aus der bei 
(230) gemachten Bemerkung mit Rücksicht auf (231) unmittelbar. Man 
hat ferner wegen § = §* 

§) 2 T= (- ir (§ 2 T= (- i) B § an = (- i~~i§f n , 



also wegen ]/— 1 = — ]/ — 1 

[( y— ^»+i]* = (] /-f §) * [(fzi [(y— i § n 
= (-y^i§) 2M+1 

und daher offenbar = exp ( — ]/ — 1 §). Da die Funktionalgleichung 
(exp (exp $ 2 ) = exp (^ -f- 2I 2 ) für beschränkte und vertauschbare % 
aus der Potenzreihe heraus unmittelbar verifiziert werden kann, und da 
andererseits exp D = (£ gilt, so ist daher g = 3* % = ®> w - z - D - w - 



Anhang. Skizze einer Spektraltheorie der fastperiodischen Funktionen. 271 



Wir haben o QQ auf S. 268 dadurch bestimmt, daß wir in das unter 
(60) stehende „Integral" 9i einfach f als unabhängige Variable einführten. 
Durch sinngemäße Verallgemeinerung 1 ) der vorher durchgeführten 
Betrachtungen ließe sich f etwa auch in 91 (g/*) als unabhängige 
Variable einführen, wobei g auch von t abhängt, und es ließe sich 
dann ebenso o ik auch für i =4= k berechnen; doch würde dies hier zu 
weit führen. 

Da der Operator 9i mit gleichmäßigen Grenzübergängen vertausch- 
bar ist, so kann (60) wegen | 9t (f n ) | [m (/*)] n für hinreichend 
große | X | nach Potenzen von X einfach dadurch entwickelt werden, 
daß man die gewöhnlichen Rechenregeln anwendet (vgl. S. 101). Da 
dasselbe auch für (64) gilt, so ergibt der Vergleich, daß 
+ 00 

91 (D = Jv n dco(v); n = 0, 1, 2, 
— 00 

also 

991 (G (/•)) = / G 6") 

— CO 

gilt, wobei G (z) zunächst ein Polynom ist, von welchem man jedoch 
offenbar zu willkürlichen Funktionen übergehen kann, die auf tu (f) 
erklärt und stetig sind. 

Wir haben auf S. 181 eine Regel kennengelernt, welche die Spektral- 
matrix von aus derjenigen von % zu berechnen gestattet, nämlich 
die Formel (310); diese, auf o Q0 = co angewandt, ergibt offenbar die 
Dichtefunktion von f~ x (sofern überhaupt vorhanden); von den 

Unstetigkeitsstellen ist dabei abzusehen. — Der einfachste Fall ist der, 
wo f(t) auf W(f) „gleichverteilt", nämlich co (/u) linear ist: 

m ^ = m t ln-nlf ) für 

cd (/u) = 0 für [x <n(f) } co (ja) = 1 für ju > m (f) . 

Die Regel (310) kann, wie auf S. 181 erwähnt wurde, auch auf andere 
etwa stückweise monotone Funktionen von % [d. h. von f] übertragen 
werden. Grundsätzlich sehr einfach ist auch der Fall, wo es sich um 
eine willkürliche fastperiodische Funktion von $ [d. h. von f] handelt 
Und zum Schluß noch eine Bemerkung. Wir hatten keine Regel 
angegeben, welche o ik (ju) auch für i 4= k zu berechnen gestatten würde, 
wir haben vielmehr nur o QQ (li) bestimmt und aus den Nichtkonstanz- 
stellen von ö 00 , wie es sich nachträglich ergeben hat, dennoch das 

x ) Für eigentliche Integrale vgl. F. Riesz, Les systemes d'equations lineaires, 
Paris (1913), S. 153. 
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ganze Spektrum ablesen können, während das Spektrum, kurz ge- 
sprochen, aus den Nichtkonstanzstellen von allen o ik besteht (vgl. 
nämlich S. 178). Woher kommt es nun, daß jetzt sich das ganze 
Spektrum aus einer einzigen Funktion ablesen ließ? 

Es sei IKfc 0^)11 die Spektralmatrix irgendeiner beschränkten 
Hermiteschen Matrix Die Kopplungsform <P (|| a ik (ju) ||) ist, wie 
wir wissen, in jedem Punkte von E eine nicht abnehmende Funktion 
von ^, d. h. die Hermitesche Matrix ||^a.J| ist bei jedem a nicht- 
negativ definit, also sind es auch ihre Abschnitte, so daß wegen (60) 
\Ao i S'£Ac ii -Ac kk (ja H ^0 9 äa kh ^ 0 ) 

für alle i und k gilt. Ist also auf a jedes Diagonalelement konstant, 
so sind es auch alle übrigen o ih . M. a. W., das Spektrum kann stets 
bereits aus den o u ermittelt werden. Da nun bei fastperiodischen 
Matrizen nach (63) alle <j.. einander gleich sind, so versteht sich von 
selbst, daß dabei a 00 allein das ganze Spektrum in Evidenz setzen 
muß. Ebenso kann %(f) nur dann ein Punktspektrum haben, wenn 
bereits o 0Q einen Sprung hat. 
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Die nachstehenden Literaturangaben erheben keinen Anspruch auf Vollständig- 
keit, berücksichtigen vielmehr nur die wichtigeren bzw. diejenigen Arbeiten, auf 
welche oben Bezug genommen wurde, und wollen andererseits auf einige Gebiete 
hinweisen, die im Texte nur berührt werden konnten. 

Im übrigen sei ein für allemal auf den unlängst erschienenen Artikel von 
E. Hellinger und O. Toeplitz verwiesen, Enc. der math. Wiss. II 3, 2, S. 1335 
bis 1601 [auch besonders erschienen unter dem Titel Integralgleichungen und 
Gleichungen mit unendlich vielen Unbekannten, Leipzig 1927]. 

Endliche Matrizen. 
Die systematische Begründung der Matrizenrechnung verdankt man 
G. Frobenius, Grelles Journal 84 (1878), S. lff. Wegen der unitären Trans- 
formationstheorie siehe I. Schur, Math. Annalen 66 (1909), S. 488ff. 
und O. Toeplitz, Math. Ztschr. 2 (1918), S. 187—197; vgl. auch 
G. Frobenius, Sitzber. d. Berliner Akad. 1911, S. 241—243. Über das 
Verhältnis des Spektrums zu dem Wertevorrat siehe O. Toeplitz, loc. 
cit. und F. Hausdorff, Math. Ztschr. 3 (1919), S. 314—316. — Die auf S. 44 
(Fußnote) erwähnte Parameterdarstellung der unitären Matrizen findet man 
bei A. Hurwitz, Gött. Nachr. 1897, S. 82ff.; vgl. hierzu I. Schur, Sitzber. 
der Berliner Akad. 1924, S. 196. — Über endliche Matrizen im allgemeinen 
vgl. W. F. Meyer und J. Drach, Enc. des sciences math. I 2 (1911—12), S. 386ff. 

Die jACOBische Transformation geht in ihren wesentlichen Zügen eigentlich 
auf Lagrange und Gauss zurück. Bei Jacobi tritt sie anläßlich einer Frage- 
stellung aus der arithmetischen Theorie der quadratischen Formen auf; vgl. hierzu 
zum Beispiel H. Minkowski, Geometrie der Zahlen, Leipzig und Berlin 1910, 
S. 182 ff. In diesem zahlentheoretischen Zusammenhang waren die Beziehungen 
zu dem Euklidischen Algorithmus von jeher bekannt; wegen der algebraischen 
bzw. ,, integralen" Theorie der jACOBischen Matrizen siehe E. Heine, Handbuch der 
Kugelfunktionen I, zweite Auflage, Berlin 1878, S. 41 5 ff., sowie die weiter unten 
bei den unendlichen Matrizen angegebene Literatur (die formalen Zusammen- 
hänge sind nur sehr spät, erst in den letzten zwanzig Jahren, also erst nach Stiltjes 
und Hilbert erkannt worden). 

Die in § 28 skizzierte grundlegende Folgerung aus der JACOBischen Trans- 
formation hat zuerst wohl O. Toeplitz gezogen, Gött. Nachr. 1907, S. 101 — 102; 
vgl. auch I. Schur, Math. Ztschr. 1 (1918), S. 202— 205. — Dem E. ScHMiDTschen 
Verfahren und dem bewußten Orthogonalisierungsprozesse begegnet man zuerst 
nicht in der Algebra, sondern in der Analysis; siehe E. Schmidt, Math. An- 
nalen 63 (1907), S. 442, sowie die daselbst zitierte Abhandlung von J. P. Gram, 
ferner eine Arbeit von G. Kowalewski, Sitzber. d. Wiener Akad. 120 (1911), S. 77; 
vgl. auch H. Minkowskis ,, Adaptionsprozeß" in seinem Buche Diophantische 

Wintner, Spektraltheorie. 18 
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Approximationen, Leipzig 1907, S. 90ff.; für Vektoren siehe die weiter unten 
bei den unendlichen Matrizen zitierte Abhandlung von E. Schmidt selbst. 

Zur näheren Begründung der §§ 4 — 7 sei auf die Lehrbücher der Algebra ver- 
wiesen [zum Beispiel E. Study, Einleitung in die Theorie der Invarianten linearer 
Transformationen auf Grund der Vektorrechnung I, Berlin 1923, oder O. Perron, 
Algebra I, Berlin und Leipzig 1927]. Der Gedanke der Ausschaltung der Deter- 
minantentheorie und die Durchführung eines determinantenfreien Beweises bei 
den Hauptsätzen über endliche lineare Gleichungssysteme (§ 4) findet sich in der 
weiter unten zitierten Rendiconti-Arbeit von O. Toeplitz über finite Matrizen; 
vgl. auch eine Note von A. Kneser in der ScHWARZ-Festschrift, S. 177 (1914). 
Hier ist auch ein Aufsatz von R. G. D. Richardson zu erwähnen, Trans, of 
Amer. Math. Soc. 26 (1924), S. 451—478. 

In Kap. I sind Terminologie und Methodik — etwas abweichend von der her- 
kömmlichen Darstellung [vgl. hingegen H. Hahn, Jahresbericht der deutschen 
Math.-Ver. 20 (1911), S. 69—117] — mehrfach im Anschluß an die Fredholm- 
HiLBERT-ScHMiDTsche Theorie der Integralgleichungen getroffen worden 
(C. NEUMANNsche Reihen, HiLBERTsche Funktionalgleichung, die Betrachtungen 
von § 8, usf.); vgl. freilich die eingangs zitierte klassische Arbeit von 
G. Frobenius. 

Die in Kap. I durchgeführten Betrachtungen über Hermitesche Spektral- 
matrizen bilden nur eine algebraische Umschreibung der HiLBERT-HELLiNGERschen 
Theorie auf endliche Matrizen. Ebenso leicht ist es, eine ,, integrale" Spektral- 
theorie für alle endlichen normalen Matrizen anzugeben. Zu diesem Ende genügt es 
(vgl. weiter unten S. 279), die Formeln auch noch für den Spezialfall der unitären 
Matrizen herzuleiten, und hierfür benötigt man freilich nicht die allgemeine Theorie 
(§§ 98 — 101), man kann vielmehr ebenso wie in § 28ff. vorgehen; vgl. nämlich die 
Schlußbemerkung auf S. 217, und beachte, daß bei unitären Transformationen 
eine Hermitesche oder unitäre Matrix sich mit ihrer Spektralmatrix kogredient 
transformiert. — Die Formel (72), S.51 kann in diesem Zusammenhang auch aus der 
Darstellungstheorie der infinitesimalen Gruppen gewonnen werden [zur Orientierung 
vgl. man H. Weyl, MathematischeAnalyse desRaumproblems, Berlin 1923, S.33ff.]. 

Die Betrachtungen von §§ 24 ff. können auch wie folgt verifiziert werden. 
Es sei 21 = |ja <fc jj eine (endliche) Hermitesche Matrix, und || a ik (jti) || ihre Spektral- 
matrix. Ist dann U eine unitäre Matrix, so ist VL\\ot kWW^ 1 nach (64) und mit 
Rücksicht auf § 7 bzw. § 16 die Spektralmatrix von tt^U" 1 . Wir können daher 
annehmen, daß SU eine Diagonalmatrix, also von der Gestalt ||A t (5 tfc || ist, wobei 
die n Eigenwerte A t nicht voneinander verschieden zu sein brauchen. Es sei 
?P-\ ?S 2 \ . . das System der verschiedenen Eigenwerte und sv die Vielfach- 

heit von ?S V \ so daß s x + s z + ...-{- s P = n gilt. Als zu 

X®-% = \\ [X — <5 <fc J ; ?. = ?S V \ v = l, 2, 

gehöriges normiert orthogonales Eigenvektorsystem kann nach S. 27 das System 
der n Einzelvektoren gewählt werden, woraus wegen (64) und mit Rücksicht auf 
§ 16 die Spektralmatrix || o" t - k (jn) || von % = ||A,-(5,- ft || unmittelbar abgelesen werden 
kann: Es gilt G ik (/Lt) = 0 für — oo < fi < + oo, wenn k ist, während jedes 
o {i (ju) für genau ein ju = )} v) den Sprung 1 erleidet und sonst stetig, also konstant 
ist, nämlich = 0 links und = 1 rechts von der Sprungstelle, und zwar ist die Anzahl 
derjenigen a iit die den Sprung für = erleiden, gleich der Vielfachheit s v 
von . — Ebenso liegen die Verhältnisse bei den unitären und allgemeiner bei 
den normalen Matrizen. 
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Die Sonderstellung der normalen Matrizen (gegenüber den nicht notwendig 
normalen), insbesondere ihre Eigenschaft, daß sie die weiteste Klasse darstellen, 
innerhalb deren eine unitäre Spektraltheorie überhaupt möglich ist (so daß das 
Spektrum das vollständige Invariantensystem der unitären Transformationsgruppe 
bildet; vg. S. 25f£), klärt sich eigentlich nur dann auf, wenn man zu der Invarian- 
te ntheorie beliebiger, also nicht notwendig normaler Matrizen, d. h. zu der Theorie 
der Elementarteiler übergeht, wobei dann der Natur der Sache nach auch nicht- 
unitäre Transformationen zugelassen werden müssen. Doch konnte in diesem Buch 
auf diese von Weierstrass herrührende Lehre nicht eingegangen werden. 
Moderne Darstellungen dieser etwas schwerfälligen Theorie findet man bei Weyl, 
loc. cit., sowie in dem von W. Krull verfaßten Anhange des zweiten Bandes von 
O. Haupts Einführung in die Algebra, Leipzig 1929, S. 621 ff.; vgl. W. Krull, 
Sitzber. der Heidelberger Akad. 1926, Nr. 1. — Vom Standpunkte der Ele- 
mentarteilertheorie aus muß es eigentlich als ein „Zufall" bezeichnet werden, 
daß die Normalspur 

n n 

nach S. 28 auch bei nicht normalen % unitär invariant ist: ß^WälV 1 ) =#($), 
auch wenn TO* =j= wenn nur U" 1 = U*. 

Wie Frobenius in seiner zweiterwähnten Arbeit bemerkt hat, kann #($0 
zur ,,Metrisation" der Mannigfaltigkeit der w-ären Matrizen verwendet werden. 
Legt man nämlich die „Entfernung" A (%, 93) zweier Matrizen 9(, "ö durch 

A{% 8) =0(91 - ») 

fest, so ist offenbar A (%, SB) = A (©. < ä), ferner A (ä, SB) ^ 0, wobei das Gleich- 
heitszeichen dann und nur dann gilt, wenn die zwei Matrizen zusammenfallen, 
endlich ist, wie der Leser selbst verifizieren möge, auch das sogenannte Dreiecks - 
axiom erfüllt: 

A{% SB) <A(% <£) + J(& SB). 

Bei den in Betracht kommenden unendlichen Matrizen steht dieses wertvolle 
Hilfsmittel der Darstellungstheorie leider nicht mehr zur Verfügung, da die Reihe # 
bereits für die unendliche Einheitsmatrix divergiert. 

Literatur zu S. 46.: O. Holder, Gött. Nachr. 1889, S. 38— 47; vgl. auch 
J. L. W. V. Jensen, Acta Math. 30 (1906), S. 175ff. — E. Helly, Monatshefte f. 
Math. 31 (1921), S. 60— 91. — H. Bohr, Gött. Nachr. 1913, S. 411 ff. — O. Toeplitz, 
Gött. Nachr. 1913, S. 417—432. — M. Riesz, Acta Math. 49 (1926), S. 465 ff. — Auch 
die Theorie der Laurentmatrizen sowie ihrer Analogien und Verallgemeinerung ist 
hier zu erwähnen. 

Stieltj ess che Integrationstheorie u. dgl. 
Die Stieltj Essche Integrationstheorie trat zuerst im Rahmen der Ketten- 
bruchlehre auf (vgl. S. 241), siehe Th. J. Stieltjes, Ann. de Toulouse 8 (1894) [J], 
S. 1- 122 ; 9 (1895) [ A] , S. 1-47 oder CEuvres completes II, Groningen 1918, S. 402-566. 
Unter den Lehrbüchern sind zu empfehlen O. Perron, Die Lehre von den Ketten- 
brüchen, Leipzig und Berlin 1913, insbes. Kap. IX, sowie H. Lebesgue, Lecons 
sur l'int^gration et la recher che des fonctions primitives. Deuxieme Edition. 
Paris 1928 (Chap. XI), ferner die auf S. 75 zitierte Schrift von W. Blaschke. 
Wegen Fragen der reellen Funktionentheorie sei ein für allemal verwiesen auf 
die von A. Rosenthal bearbeiteten vorzüglichen Artikel in der Enc. der math. 

18* 
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Wiss. II 3, 2 (1923), sowie an die bekannten Bücher von C. Caratheodory und 
H. Hahn. Eine gute Einführung in die LEBESGUEsche Theorie gibt E. Kamke, 
Das LEBESGUEsche Integral. Eine Einführung in die moderne Theorie der reellen 
Funktionen. Leipzig und Berlin, 1925. — Ich mußte mich aus äußeren Gründen 
leider entschließen, den BoREL-LEBESGUEschen Gedankenkreis nicht grundsätzlich 
als bekannt vorauszusetzen. Ganz konsequent ließ sich dies freilich nicht durch- 
führen, und so ist es an manchen Stellen zu einer Art Kompromiß gekommen. 

Die STiELTjESsche Umkehrformel findet sich in der großen Abhandlung von 
Stieltjes, tritt aber in einer etwas versteckten Form und ohne Zugrundelegung 
des allgemeinen STiELTjESschen Integralbegriffes bereits bei Ch. Hermite auf 
[vgl. z. B. Crelles Journal 91 (1881), S. 54ff.]. Die HiLBERTsche Residuenformel ist 
offenbar weniger scharf als die STiELTjESsche; sie liefert ja nur die Sprünge der 
Belegung, und kann zwischen zwei stetigen Belegungen keinen Unterschied machen. 
Wegen der auf S. 100 erwähnten paradox klingenden Erscheinungen siehe insbeson- 
dere A. Pringsheim, Münchener Sitzber. 1927, S. 145ff., sowie gewisse Untersuchun- 
gen von Goursat, Borel, Pompeiu, Steffensen, Haar, Denjoy, Carleman 
und anderen. — C. Neumann hat mittels der zugeordneten Kugelfunktionen für 
alle Funktionen (genauer Funktionenzweige) F(?.), die sich auf der längs des Inter- 
valles — 1 <^ A <I + 1 aufgeschlitzten A-Ebene mit Einschluß des unendlich fernen 
Punktes regulär verhalten, eine Darstellung der Form 



gegeben, wobei die a n sogar stetig differentiierbar sind. Doch handelt es sich dabei, 
im Gegensatz zu (152), um keine eindeutige „kanonische" Darstellung von -F(A), 
d. h. es sind „Nullentwicklungen" möglich, bei welcher nicht alle a n konstant sind, 
trotzdem die Reihe (so gut wie nur möglich) gegen die Funktion F (?.) = 0 konver- 
giert. 

Der wesentliche Inhalt der HiLBERTschen Residuenformel besagt, daß, sobald 
die Belegung cr(ju) von beschränkter Schwankung ist, der Grenzwert 



für alle reellen ftt existiert und dann und nur dann verschwindet, wenn /i eine 
Stetigkeitsstelle von a ist. Dieser Satz ist mit unwesentlichen Einschränkungen 
unlängst von I. Schoenberg wiedergefunden und im Falle einer durchweg stetigen 
Funktion mittels einer LAPLACEschen Transformation auf eine mehr handliche 
Gestalt gebracht worden; siehe Math. Ztschr. 28 (1928), S. 179ff.; vgl. auch 31 
(1929) [unter der Presse]. Den auf S. 100 erwähnten Zusammenhang der Stielt jes- 
schen Umkehrformel mit der FouRiERschen hat man mehrfach bemerkt [vgl. 
insbesondere G. H. Hardy, Messenger of Math. 54 (1924), S. 22], ohne bisher 
ihn näher verfolgt zu haben. Man erkennt am besten, worum es sich bei 
diesem Zusammenhange handelt, wenn man die Herleitung der Formeln (72) 
oder (316) [vgl. A. Wintner, Annalen der Physik£l (1926), S. 577— 586, 846— 854] 
mit den Methoden der Theorie der LAPLACEschen Transformation vergleicht [zur 
Orientierung hierüber vgl. den Bericht von G. Doetsch, Jahresbericht der deut- 
schen Math.-Ver. 36 (1927), S. 19—30]. Zur FouRiERschen Umkehrformel unter 
Zugrundelegung des Stielt jESschen Integralbegriffes vgl. z. B. H. Hahn, Acta Math. 
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49 (1926), S. 301—353; N. Wiener, Math. Ztschr. 24 (1925), S. 575 ff. ; N.Wiener, 
Proc. London Math. Soc. 27 (1927), S. 483 ff., über die auf S. 100 erwähnten Cauchy- 
sehen Hauptwerte außer älteren Arbeiten (vgl. die zitierte Note von Hardy) 
ein Ergebnis von S. Pollard und Miss R. C. Young, Proc. London Math. Soc. 
28(1928), S. 29 3 ff. bzw. S. Pollard, Journ. London Math. Soc. 2 (1927), S. 37 ff. ; vgl. 
übrigens G. Herglotz, Sächsische Sitzungsberichte 1923, S. 31 ff., endlich über die 
sogenannten singulären Integralen im allgemeinen H. Lebesgue, Ann. de Toulouse 
(3) 1 (1909), S. 25 — 117. Die für die Spektraltheorie der normalen Matrizen (vgl. 
S. 203 und S. 280) grundlegenden Untersuchungen von J. Radon sind in den 
Sitzber. der Wiener Akad. erschienen, 122 (1913), S. 1295—1433, vgl. 128 (1919), 
S. 1083 ff. — Wegen der Zurückführung der STiELTjESschen Theorie auf die 
LEBESGUEsche siehe die Note von H. Lebesgue, C. R. 150 (1910), S. 86 — 88, welche 
den Untersuchungen von von H.Hahn, Monatsheftefür Math. 23 (1912), S. 161—224 
zum Ausgangspunkt diente. 

Im übrigen sowie wegen der ganz neuen Literatur siehe den bereits erwähnten 
Bericht von A. Rosenthal. 

Die neuzeitlichen Untersuchungen, auf welche in §§ 34 — 49 Bezug genommen 
wurde, sind die folgenden: E. Helly, Sitzber. der Wiener Akad. 121 (1912), S. 265 
bis 297; J. Grommer, Crelles Journal 144 (1914), S. 1 Uff. ; E. Hellinger und 
O. Toeplitz, ibid. S. 212ff.; H.Hamburger, Math. Ann. 81 (1920), S. 266ff. ; 
F. Riesz, Ann. de 1'EcoleNorm. Sup. 28 (1911), S. 33— 62 und 31 (1914), S. 9—14. 
Über die Vertauschung der Reihenfolge zweier Integrationen (§ 42) vgl. L. Lichten- 
stein, Gött. Nachr. 1910, S. 474 — 475, über die Stieltjesche Integration un- 
stetiger Funktionen (§ 88) R. Schmidt, Math. Ztschr. 22 (1925), S. 123—125. 
— Über Auswahlsätze in abstrakten Räumen u. dgl. (S. 82) vgl. F. Hausdorff, 
Mengenlehre, Zweite Auflage, Berlin und Leipzig 1927, Kap. VI, insbesondere 
bei konvexen Körpern W. Blaschke, 1. c, bei konvexen Funktionen einer Ver- 
änderlichen (deren Theorie mit derjenigen der monotonen Funktionen aufs engste 
zusammenhängt) W. Blaschke und G. Pick, Math. Ann. 77 (1916), S. 277—300, 
endlich in der komplexen Funktionentheorie ( Vitali -Montel) L. Bieberbach, 
Enc. der math. Wiss. II 3, 1 (1921), S. 491ff. 

Wegen §50 vgl. die Göttinger Dissertation (1907) von E. Hellinger, Über die 
Orthogonalinvarianten quadratischer Formen von unendlich vielen Veränder- 
lichen, sowie seine Habilitationsschrift, Crelles Journal 136 (1909), S. 210 — 271. 

Unendliche Matrizen. 

Wegen der Entstehung der Theorie der unendlich vielen Variablen siehe den 
Enzyklopädieartikel von E. Hellinger und O. Toeplitz; vgl. auch eine historische 
Bemerkung bei A. Wintner, Ztschr. für Phys. 48 (1928), S. 509. 

Die grundlegende Arbeit von D. Hilbert ist seine Vierte Mitteilung über 
Integralgleichungen, Gött. Nachr. 1906, S. 157 — 227. Wegen Konvergenzfragen bei 
beschränkten Bilimarformen u. dgl. siehe E. Hellinger und O. Toeplitz, Math. 
Annalen69(1910), S. 289— 330; F. Riesz, Math. Annalen69 (1910), S.449ff. ; I. Schur, 
Crelles Journal 140 (1910), S. 1—28; O. Toeplitz, Gött. Nachr. 1910, S. 503, wegen 
der Weiterführung der HiLBERTschen Theorie der beschränkten Hermiteschen 
(eigentlich: reell-symmetrischen) Matrizen die Dissertation von Hellinger, wegen 
der unitären Matrizen und wegen spektralen Fragen bei beschränkten nicht 
Hermiteschen Matrizen A.Wintner, Math. Ztschr. 30 (1929), S. 228— 282, wegen des 
Reziprokenproblems O. Toeplitz, Gött. Nachr. 1907, S. 101—109 und E. Hilb, 
Erlanger Sitzungsberichte 40 (1908), S. 84 — 85, wegen der Ergänzung von nicht 
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vollständig unitären Matrizen zu unitären (S. 158ff. ) D. Hilbert, loc. cit. S. 196, 
E. Schmidt, loc. cit. S. 61 ff., F. Riesz, Gött. Nachr. 1907, S. 120, wegen un- 
endlicher nichtlinearer Systeme von Gleichungen (und Differentialgleichungen) 
unter Zugrundelegung einer dem nichtlinearen Falle angepaßten Verallgemeine- 
rung des HiLBERTschen Beschränktheitsbegriffes A. Wintner, Math. Ztschr. 28 
(1928), S. 451 — 470. — Eine interessante Darstellung der HiLBERTschen Theorie 
gab F. Riesz, Les systemes d'equations lineaires k une infinite d'inconnues. 
Paris 1913 (diese Monographie war die erste zusammenfassende Darstellung der 
Theorie, und ist sehr zu empfehlen); vgl. ferner F. Riesz, Gött. Nachr. 1910, 
S. 190—195. 

Über nicht beschränkte Hermitesche Matrizen siehe D. Hilbert, loc. cit., 
S. 164 ff., über Matrizen, bei welchen die Reihen 

00 

2j a ik\ > * = 1, 2, . . . 

konvergent sind, E. Schmidt, Rend. Palermo 25 (1928), S. 53 — 77 und E. Hilb, 
Math. Annalen 70 (1911), S. 79—86, über finite Matrizen O. Toeplitz, Rend. 
Palermo 28 (1909), S. 88— 96, H.Bohr, DanskeWid. Selsk. Medd. 7 (1925), Nr. 1, 
über halbbeschränkte Matrizen A. Wintner, Sächsische Sitzungsberichte 79 (1927), 
S. 145 — 157, über die CARLEMANsche Theorie T. Carleman, Sur les equations 
integrales singulieres ä noyau reel et symetrique, UppsalaUnivers. Arsskrift, Uppsala 
1923. Eine Weiterführung der CARLEMANschen Theorie hat vor einiger Zeit 
J. v. Neumann in Aussicht gestellt, Jahresbericht der deutschen Math.-Ver. 37 

(1928) , S. 11 — 14 [die ausführliche Darstellung wird demnächst in den Math. 
Annalen erscheinen]. 

Über jACOBische Matrizen, assoziierte Kettenbrüche und Momentenproblem 
siehe O. Toeplitz, Gött. Nachr. 1910, S 489 ff.; J. Grommer, Crelles Journal 144 
(1914), S. 114—166; E. Hellinger und O. Toeplitz, ibid., S. 212— 238 und S. 318; 
H.Hamburger, Math. Ann. 81 (1920), S. 235-319,82 (1921), S. 120-164, S. 168-187; 
E. Hellinger, Math. Annalen 86 (1922), S. 18— 29 ; T. Carleman, loc. cit.; M. Riesz, 
Arkiv för Mat., Astr. och Fysik 17 (1913), Nr. 16; A. W'intner, Math. Ztsch*. 30 

(1929) , S. 285—289; die älteren Untersuchungen findet man in dem auf S. 275 
zitierten Buche von O. Perron; vgl. auch G. Polya und G. Segö, Aufgaben und 
Lehrsätze der Analysis I, Berlin 1925, S. 286 und 314. 

Über die ToEPLiTZschen und LAURENTschen Matrizen sowie das trigonome- 
trische Momentproblem vgl. O. Toeplitz, Rend. Palermo 32 (1911), S. 191—192, 
Math. Annalen 70 (1911), S. 351—376, Math. Ztschr. 12 (1922), S. 189— 200; I. Schur, 
Crelles Journal 147 (1917), S. 205—232; A. Wintner, Math. Ztschr. 30 (1929), 
S. 277—281; ferner F. Riesz, Ann. de l'Ecole Normale Sup. 28 (1911), S. 54ff.; 

G. Herglotz, Sächs. Sitzungsber. 63(1911), S. 501— 511; F. Hausdorff, Math. 
Ztschr. 16 (1923), S. 222 ff. 

Wegen des Zusammenzuges der vollständigen orthogonalen Funktionssysteme 
mit der Spektraltheorie siehe D. Hilbert, loc. cit., S. 206 ff. ; E. Hellinger, Disser- 
tation, S. 6lff.; E. Hellinger und O. Toeplitz, Crelles Journal 144 (1914), 212ff. 
— Die Einordnung der Theorie der Spektralmatrix in diejenige der Gruppen- 
darstellungen liegt bisher in der Literatur nicht vor; da dies im Rahmen dieser 
Schrift wegen Raummangel nicht möglich war, muß hierüber auf eine demnächst 
in der Math. Ztschr. erscheinende Untersuchung verwiesen werden. Vgl. übrigens 
die neuesten Ergebnisse über kontinuierliche Gruppen, insbes. F. Peter und 

H. Weyl, Math. Ann. 97 (1927), S. 737—755. 



Anmerkungen und Literatur. 



279 



Zu § 120 vgl. D.Hilbert, loc. cit.; O. Toeplitz, Gött. Nachr. 1913, 432; 
H.Weyl, Rend. Palermo 27 (1909), S. 373— 392; T. Carleman, loc. cit. 

Über fastperiodische Matrizen siehe W. Heisenberg, Math. Ann. 95 (1926), 
S. 685—688 und A. Wintner, Math. Ztschr. 30 (1929), S. 290—319, über fast- 
periodische Funktionen H. Bohr, Acta Math. 45 (1924), S. 29—121, 46 (1925), 
S. 101—204, 47 (1926), S. 237—281 und H. Weyl, Math. Annalen 97 (1927), 
S. 338—356. 

Über die sich auf unendliche Matrizen beziehenden mathematischen Probleme 
der Quantenmechanik kann sich der Mathematiker am bequemsten orientieren 
aus der vorher erwähnten Arbeit von Heisenberg sowie aus dem Büchlein von 
M. Born, Probleme der Atomdynamik, Berlin 1926. 

Radonsche Integrale und normale Spektraltheorie. 

Nach Beendigung der Drucklegung habe ich bemerkt, daß auf die 
Hermitesche und auf die unitäre Spektraltheorie eine solche aller normalen 
Matrizen gegründet werden kann. 

Zunächst kann man nämlich zu jeder beschränkten normalen Matrix 5(, 
für welche 5( _1 existiert, auf genau eine Weise eine positiv definite Matrix *ß 
und eine unitäre Matrix U derart angeben, daß 51 = *ß II = U *ß wird (während 
umgekehrt jede Matrix 5t, die auf diese Weise zerlegbar ist, normal ist und 
eine Reziproke hat). Aus leicht ersichtlichen Gründen soll $ als der Absolut- 
betrag, II als das Azimut von 51 bezeichnet werden. Ist z. B. 51 die fast- 
periodische Matrix der fastperiodischen Funktion f(t) f die der Null nicht be- 
liebig nahe kommen kann, so daß 5X _1 existiert, so ist die fastperiodische 
Matrix von \ f (t) \ der Absolutbetrag, diejenige von /(Ol /(Ol -1 das Azimut 
von 5t ; vgl. die Schlußbemerkung meines zuletzt erwähnten Aufsatzes, wo- 
selbst (§ 9) nicht diese, sondern eine kompliziertere, „kartesische" Zerlegung 
angedeutet wird (siehe weiter unten). 

Es sei nun |! o pg (f.i) || die Spektralmatrix des Absolutbetrages, \\* P q((p)\\ 
diejenige des Azimuts der normalen Matrix 51. Da die beiden Matrizen und 
11 vertauschbar sind, so sind es auch ihre Resolventen, und daher, wie die 
sinngemäße Wiederholung einer Hilbertschen Schlußweise zeigt, auch ihre 
Spektralmatrizen ( | cr^ ^ [ | , \\ipq\ » un ^ zwar bei jedem Wertepaare (^,92). Da 
diese beiden Spektralmatrizen Hermitisch sind, so ist es mithin auch ihr 
Produkt 

I! Cpq 0> <P)\\=\\°pq(l*)\\'\\ T pq(<P)\\i ~ OO < ft < + OO , 0 < q> < 2 7t . 

Die Matrix jjCp?!! ist nun als die Spektralmatrix der normalen Matrix 5t an- 
zusprechen. Es zeigt sich nämlich, daß für hinreichend große | X \ 



gilt, wobei das Integral, wie bereits aus der Schreibweise hervorgeht, nicht 
als wiederholtes Stielt jessches Integral, sondern als Radonsches Doppelintegral 
zu verstehen ist [die Radonsche Monotonieeigenschaft der Kopplungsform von 
II £pq G"i <P) II kann aus bekannten Eigenschaften der klassischeu Spektralmatrix 
leicht geschlossen werden]. Da ^ beschränkt ist, so gilt für hinreichend große 
| (a | , wie wir wissen, d a p q (/*) = 0 , und daher in dem Radonschen Sinne 




+ 00 2 7t 
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dC p g (/m, 9?) = 0, so daß der Integrationsbereich ganz im Endlichen liegt. Da ferner 
*ß positiv definit ist, so gibt es ein g>0 derart, daß do pg ((j) = d£ pq [fi } cp) = 0 
wird für — oo</u<g. Wir können daher, wenn wir noch den Buchstaben 
fji auf £ vertauschen, einfach 



setzen. Es handelt sich also bei der Zerlegung 21 = $ II tatsächlich um die 
„Polarkoordinaten" von 21- Bei der „kartesischen" Zerlegung 2l = (55-M$p in 
Hermitesche Komponenten baut sich die Spektralmatrix von 51 aus denjenigen 
von (55 und § auf eine viel kompliziertere Weise auf (was davon herrührt, daß 
die kartesische Zerlegung additiv und nicht multiplikativ ist). Die Existenz einer 
solchen kartesischen Integraldarstellung der Resolvente aller beschränkten nor- 
malen Matrizen haben von Neumann und ich in während der zweiten Hälfte 
vom Januar d. J. stattgefundenen Gesprächen mit Bestimmtheit vermutet. Die 
Existenz dieser Formel kann jetzt auf Grund von (*) sichergestellt werden, 
doch ist (*) viel bequemer, so daß ich nunmehr auch bei den fastperiodischen 
Matrizen die Darstellung (*) bevorzugen werde. 

Es war bisher vorausgesetzt, daß existiert. Ist dies nicht der Fall, 
so wähle man eine reelle Zahl v derart, daß die (offenbar normale) Matrix 
2l + y(£ eine Reziproke hat, und bezeichne durch 1 1 Cpq (q > <p) \ | die Spektral- 
matrix von Dann hängt die Matrix |] £W (g — v , cp) || von v gar nicht 
ab, und bezeichnet man sie durch || £ pq (g } q?)\\ , so bleibt die Integraldarstellung (*) 
bestehen. 

Das Spektrum von 51 besteht jetzt nicht mehr aus allen Nichtkonstanzstellen 
der C pq und deren Häufungsstellen, das Punktspektrum entsprechend nicht aus 
allen, sondern nur aus denjenigen Unstetigkeitsstellen, in welchen „d£ pq (g, cp) 4= 0" 
gilt bei mindestens einem Wertepaare (p,g). — Nach Radon sind sogar alle 
Unstetigkeitsstellen auf einer Halbstrahlenfolge cp = <p m ] m = 1 ? 2, . . . und auf 
einer Kreislinienfolge o = g n \ n = 1 , 2 , . . . gelegen. 
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